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本 书 是 “大 学 数学 的 内 容 、 方 法 与 技巧 从 书 "之 一 ,是 大 学 生 学 习 概 率 论 
与 数理 统计 的 优秀 辅导 书 和 报考 研究 生 的 必 备 参考 书 ,更 是 有 志 于 掌握 概率 
论 与 数理 统计 方法 的 读者 的 一 本 极 好 的 指导 书 . 

本 书 从 教育 部 关于 《概率 论 与 数理 统计 课程 的 教学 要 求 } 与 硕士 研究 生 
入 学 考试 数学 考试 大 纲 ? 出 发 ,并 略 有 提高 地 按 章节 对 各 个 问题 的 内 容 、 方 法 
与 技巧 进行 了 归纳 提高 .释疑 解难 .分 析 演绎 ,以 帮助 读者 理解 和 掌握 概率 论 
与 数理 统计 方法 . 

本 书 内 容 包 括 随 机 事件 与 概率 .随机 变量 及 其 概率 分 布 .多 微 随机 变量 
及 其 分 布 .随机 变量 的 数字 特征 、 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 .数理 统计 的 基本 
概念 ,参数 估计 ,假设 检验 .方差 分 析 与 回归 分 析 等 ,还 附 有 实行 全 国 硕士 研 
究 生 人 学 统一 考试 以 来 的 概率 论 与 数理 统计 试题 的 解答 ,提供 给 考研 读者 作 
为 参考 . x 
希望 本 书 能 成 为 读者 的 良师益友 ,欢迎 读者 选用 本 系列 丛书 . 


第 二 版 前 言 


“概率 论 与 数理 统计 ”是 高 等 学 校 的 一 门 重 要 的 数学 基础 谋 ， 
也 是 考研 数学 的 重要 组 成 部 分 ,概率 统计 方法 更 是 科学 技术 、 经 济 
管理 、 工 农业 生产 和 社会 人 文 各 个 领域 中 卓有成效 的 处 理 问题 、 解 
决 问题 的 方法 . 广大 读者 需要 概率 论 与 数理 统计 ,喜爱 概率 论 与 数 
理 统计 ,但 也 感到 概率 论 与 数理 统计 的 概念 难 懂 、 方 法 难以 掌握 、 
思维 难以 展开 、 问 题 难以 和 人手 和 习题 难 做 . 本 书 从 读者 的 角度 出 
发 ,帮助 大 家 解决 学 习 中 的 种 种 困难 . 

本 书 按照 教育 部 关于 《概率 论 与 数理 统计 课程 的 教学 要 求 》 和 
《硕士 研究 生 人 学 考试 数学 考试 大 网 》 编 写 , 并 在 此 基础 上 略 有 提 
高 . 因此 ,特别 适合 在 校 大 学 生 和 有 志 于 报考 硕士 研究 生 的 人 士 使 
用 . 

为 了 使 读者 能 够 循序 渐进 、 扎 扎实 实地 从 理论 上 、 方 法 上 和 实 
践 上 掌握 概率 论 与 数理 统计 的 概念 与 方法 ,我 们 采取 以 章 厄 为 序 
的 方法 ,逐个 问题 地 进行 讨论 .分 析 、 讲 解 . 举例 ,演绎 .归纳 . 每 一 
节 先 对 概念 .内 容 进行 梳理 归纳、 提炼 ,然后 对 内 容 \、 方 法 中 问题 
进行 讨论 .释疑 解难 ,再 对 方法 、 技 巧 进行 典型 例题 分 析 , 边 演绎 、 
边 讨 论 . 边 总 结 , 最 终 达 到 消化 .理解 和 掌握 的 目的 . 为 此 ,作者 用 
解析 方法 认真 地 对 读者 学 习 中 可 能 产生 的 对 概念 的 误解 .对 方法 
的 错失 进行 了 分 析 探 讨论 证 求索 ,选用 了 较 全 面 、 较 典型 的 例题 
帮助 读者 理解 概率 统计 的 思想 方法 .步骤 和 最 终 的 结论 . 相信 本 书 
能 给 读者 以 启迪 和 帮助 ,使 读者 能 更 好 掌握 概率 统计 方法 . 

本 书 第 一 版 得 到 读者 的 厚爱 ,为 答谢 读者 ,这 次 在 你 持原 有 风 
格 的 基础 上 ,在 内 容 调 整 . 例 题 演算 、 语 言 表达 等 方面 进行 了 全 面 


的 修订 ,以 使 本 书 更 加 贴近 读者 . 
. I ° 


为 了 帮助 读者 准备 硕士 研究 生 人 学 考试 的 数学 考试 ,本 书 对 
1987 年 以 来 全 国 工 学 、 经 济 学 硕士 研究 生 人 学 数学 考试 试卷 中 的 
概率 统计 试题 作 了 全 面 和 详尽 的 解答 ,并 着 意 加 强 了 最 近 的 硕士 
研究 生 人 学 试题 分 析 的 内 容 , 与 考研 数学 要 求 一 起 附 在 每 章 的 后 
面 .读者 可 以 从 中 了 解 考研 的 要 求 、 考 点 与 动向 . 

本 书 在 编写 .出 版 过 程 中 ,得 到 华中 科技 大 学 出 版 社 的 热心 支 
持 与 帮助 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

对 于 本 书 中 可 能 出 现 的 错漏 和 失误 之 处 ,热忱 欢迎 同行 和 读 
者 给 予 批评 .指正 . | 


孙 清 华 I Xx 
2006 年 3 月 于 武汉 
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第 一 章 ”随机 事件 与 概率 


第 一 太 ”样本 空间 与 随机 事件 


主要 内 容 


1. 随机 现象 

在 一 次 试验 中 可 能 出 现 不 同 结 采 ,而 在 大 量 重 复试 验 中 各 个 
结果 呈现 统计 规律 性 的 现象 称 为 随机 现象 . x 

如 ,在 正常 条 件 下 ,水 加 热 到 100C 会 沸腾 ,是 确定 性 现象 ; 足 
球 运 动员 临门 施 射 不 一 定 能 射 中 ,是 不 确定 性 现象 . 

2. 随机 试验 

若 把 科学 实验 或 观察 都 称 为 试验 , 则 满足 下 列 条 件 的 试验 称 
为 随机 试验 : 

(1) 在 相同 条 件 下 可 以 重复 进行 ; 

(2) 每 次 试验 的 可 能 结果 不 止 一 个 , 且 在 试验 开始 前 能 明确 
所 有 可 能 的 结果 ; 

(3) 每 次 试验 前 不 能 确定 哪个 结果 会 出 现 . 

随机 试验 一 般 用 大 写字 母 琅 ,,… 来 表示 ,我 们 通过 随机 试验 
来 研究 随机 现象 . 

3. 样本 空间 

随机 试验 的 每 一 个 可 能 出 现 的 不 可 分 解 的 结果 称 为 样本 点 ， 
全 体 样 本 点 的 集合 称 为 样本 空间 ,用 2 或 $) 来 表示 ， 


4. 随机 事件 

样本 空间 0 的 子 集合 称 为 试验 E 的 随机 事件 ,简称 事件 ,以 大 
写字 母 A,B,… 来 表示 . 随机 事件 可 以 分 为 : 

(J) 基本 事件 ”只 含 一 个 样本 点 的 子 集合 . 

(2) 复合 事件 ” 含 若 干 个 样本 点 的 子 集合 . 

(3) 不 可 能 事件 不 含 样本 点 的 子 集合 ( 空 集 ), 所 以 它 在 每 
次 试验 中 都 不 会 发 生 , 记 为 多 . 

(4) 必然 事件 ”样本 空间 本 身 , 所 以 它 在 每 次 试 对 i 必然 发 
生 , 记 为 0. 

事实 上 , (3) 与 (4) 具 有 确定 性 ,不 是 随机 事件 ,但 仍 可 把 它们 
当 作 随机 事件 来 处 理 . 

5. 事件 的 关系 

EN HRE E 的 样本 空间 ,A4,B,C 为 人 的 子 集 , 则 以 下 关系 
存在 : 

(D 包含 车 和 的 每 个 样本 点 都 属于 B, 则 A 发 生 导 致 B 发 
生 , 称 事件 B 包含 事件 4 ,或 事件 4 被 事件 B 包含, 记 为 4CB. 

(2) ir # ADB 5BDA 同时 成 立 , 则 称 4 与 B 等 价 , 记 为 
A= B. 在 一 次 试验 中 ,等 价 的 两 个 事件 或 同时 发 生 或 同时 不 发 生 . 

(3) 互 斥 ( 互 不 相 容 ) 车 事件 4 与 事件 B 不 能 同时 发 生 , 称 
事件 4 与 8 互 不 相 容 ( 互 斥 ), 记 为 4 门 B=B( 或 4B=2). 

6. 事件 的 运算 

由 于 事件 是 集合 ,因此 事件 的 运算 与 集合 的 运算 是 一 致 的 . 常 
用 的 运算 如 下 : 

(1) 并 (和 ) 至少 属 于 4A 或 B 中 一 个 的 所 有 样本 点 的 集合 称 
为 事件 4 5B 的 并 (或 和 ), 记 为 4 十 B 或 4UB. 即 在 一 次 试验 中 ， 
A+B 发 生 表 示 A 与 B 至 少 有 一 个 发 生 . 


A 十 4 十 … 十 A RU A; 称 为 个 事件 4A1,4:,… s An 的 和 . A 
二 As 十 … 十 4, 十 … 或 UU A, 称 为 可 列 个 事件 41，A:，,… ,A,，… 的 和 
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(2) 交 ( 积 ) 同时 属于 4 和 8B 3 E 48 FE 2 SA B) 3 € PR 29 R tF 
A 与 B 的 交 ( 或 积 ), 记 为 4 站 MB RAB. 在 一 次 试验 中 ,A4B RER 
不 4 与 B 都 发 生 . 


A, A; … A, s (1 A; 称 为 n 个 事件 A. A,, ..., À, 的 FR. 


AA: A RN A 称 为 可 列 个 事件 人 人 的 积 . 


(3) 差 事件 4 发生 而 事件 B 不 发 
生 , 称 为 4 与 B 的 差 , 记 为 4 一 B, 有 关系 
式 A 一 B=AB. 
需要 注意 的 是 ,不 要 求 ASBT#A 
A 一 B, 如 ,图 1.1 阴影 部 分 即 为 A 一 B. 
(4) 逆 ( 对 立 ) ”样本 空间 Q2 中 所 有 不 图 1.1 
包含 在 4 中 的 样本 点 的 集合 称 为 4 的 道 , 记 为 4, 也 称 为 4 的 对 立 
事件 . 在 一 次 试验 中 4 发 生 表 示 A 不 发 生 . 有 关系 式 
A+A=02,， AQA=Ø. 
7. 事件 的 运算 规律 
(1) 交换 律 AUB=BUA,ANM 门 B=B8 门 4. 
(2) 结合 律 AU (BUC)= (AUB)UC,， 
ANBAOS=ANB) NC. 
(3) 分 配 律 ANn (BUC)= 4 站 mB)U (ANMmO)， 
AUBNMC)= AUB)N GAUOC). 
(4) 对 偶 原 理 AUB=AñnB,ARB=AUB; 
A+A=A, A+Q=0; AN=A, AØ=Ø. 


疑难 解析 


1. 怎样 确定 随机 试验 的 样本 空间 ? 
答 ” 对 一 个 随机 试验 而 言 , 样 本 空间 并 不 一 定 唯 一 . 在 同一 试 
验 中 , 当 试 验 的 目的 不 同时 ,样本 空间 往往 是 不 同 的 . 如 ,把 篮球 运 
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动员 投篮 作为 随机 试验 时 , 知 试 验 目 的 是 考察 命中 率 , 则 试验 的 样 
本 空间 为 21 二 {中 ,不 中 ); 阁 试验 目的 是 考察 得 分 情况 , 则 试验 的 
样本 空间 为 0 一 41 分 ,2 分 ,3 分 ,0 人 分) 人 与 2 显然 不 同 . 所 以 ， 
我 们 应 从 试验 目的 出 发 来 确定 样本 空间 . 

2. 怎样 理解 样本 空间 与 必然 事件 的 关系 ? 

答 ”必然 事件 与 样本 空间 的 关系 应 当 这 样 来 认识 :必然 事件 
是 指 随机 试验 中 一 定 会 出 现 的 事件 . 当 在 一 次 试验 中 只 有 一 个 样 
本 点 出 现时 ,如 果 把 样本 空间 视 作 一 个 整体 ,就 可 以 说 样本 空间 人 0 
在 每 次 试验 中 都 出 现 了 . 因而 样本 空间 是 随机 试验 的 必然 事件 . 

3. 如 何 认 识 互 逆 事件 与 互 斥 事件 之 间 的 联系 与 区 别 ? 

答 ”4 与 B 互 逆 , 则 8 二 =A. 在 一 次 试验 中 ,4 与 B 必 有 一 个 发 
生 , 且 至 多 只 有 一 个 发 生 . 

如 果 事 件 4 与 妃 不 能 同时 发 生 , 则 4, 妃 互 斥 .但 4, 刀 也 本 以 
同时 不 发 生 . W, LUE. EFA- ERD. 

区 别 互 逆 与 互 斥 的 关键 是 : 互 逆 只 在 样本 空间 只 有 两 个 (或 两 
类 ) 事 件 时 存在 , 互 斥 还 可 在 样本 空间 有 多 个 (或 多 类 ) 事 件 时 存 
E. 互 斥 事件 的 特征 是 :在 一 次 试验 中 ,两 个 互 斥 事件 可 以 同时 不 
RE. 如 ,在 一 次 考试 中 ,及 格 与 不 及 格 总 有 一 个 发 生 , 它 们 互 逆 又 
互 斥 ;但 考试 成 绩 为 70 分 或 80 分 是 互 矿 的 , 却 不 互 北 , 因 为 它们 可 
以 间 时 不 发 生 . x 

4. 随机 事件 的 运算 与 数 的 运算 是 省 相同 ? 

答 ”不 相同 . 不 能 把 随机 事件 的 “ 积 ” 与 “和 ”理解 成 数 的 “ 积 ” 
与 “和 ”. 虽然 它们 性 质 类 似 , 都 满足 交换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 ,但 不 
能 认为 它们 就 是 相同 的 运算 .事实 上 ,它们 是 完全 不 同 的 运算 , 反 
映 了 不 同 的 两 类 概念 . 如 : 

对 于 数 a, 有 a 十 4 二 2a ,aa 二 a’ ;而 对 于 事件 4, 有 

A+A=A, AA=A. 

对 于 数 ayp,c, 有 az 二 pc 和 关 (ae 十 5)(a 十 c); 而 对 于 事件 4,B,C， 

有 4 十 BC= (A+ B)(A-+C). 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 和 常见 的 习题 类 型 是 ;用 简单 事件 表示 复合 事件 、 证 明 关 于 
事件 的 等 式 或 不 等 式 、 用 事件 表示 应 用 问题 的 结果 等 . 

常用 的 方法 是 :(1) 利用 运算 性 质 与 规律 将 复合 事件 用 等 价 
的 简单 事件 表示 ;(2) 利用 集合 的 文 氏 图 分 析 事件 间 关 系 , 找 出 等 
价 事件 . 

例 1 设 4, 为 任意 两 个 事件 , 则 

(CA+B)(A+B)(A+B)(A+B)= 
解 WSAEDAHG,.B EB H3,kB u 
(A+B)XA+B)=AA+AB+BA+BB 
=@+B+B=B, 
(A+B)XA+B5)=AA+AB+BA+BB 
=@+B+B=B, 
于 是 (A+B)(A+B)(A+B)(4+B)=BB= Ø. 

H2 设 4,B 为 任意 两 个 事件 , 则 (A 十 B)(4 十 8) 表 示 
《 ). 

(A) 必然 事件 ; (B) 4 与 B 恰 有 一 个 发 生 ; 

(C) 不 可 能 事件 ; (D) A 与 8B 不 同时 发 生 . 

解 ” 选 (B). 因为 A 十 B= 二 0 一 AB, 所 以 

(A+ B)XA+B)=(A+B)((0—AB)=AQ—AB+B0O—AB 

=A+B—AB, 
表明 4 与 妃 恰 有 一 个 发 生 . 

例 3 对 任意 两 事件 4,B, 证 明 :A 一 B=AB. 

证 ikre(A—B),mJzC€ A,>z€ B,Bl >€ 4AB, 从 而 A 一 BC 
AB.R2.,2 xyCAB,WJ rC A,zC€C B,Bl] =€ (4 一 B), 从 而 ABC 
A—B. +E ,A—B= AB 得 证 . 

例 4 指出 下 列 各 式 成 立 的 条 件 : 


(1) A— (B—C)= (A— B)+CG; 
(2) (A+ B)—C= A+ (B—C); 
(3) ABC=AB(C+ B); 

(4) (A+ BJC=C—C(A+ËB). 

解 G) Hf 3 知 

A—(B—C)=A (B €)= A(8+()= AB+ AC, 

而 A 一 B=A4B, 故 要 A 一 (B 一 C) 二 (4 一 B) 十 C, 必 须 有 (A 一 B) 十 
C=AB+ AC,ËB|JJ AC=C. AmC 是 A 的 子 集 . 

由 此 可 知 ,在 代数 运算 中 的 去 括号 与 消去 律 在 事件 运算 中 是 
不 成 立 的 ,一 定 要 牢记 两 种 运算 的 区 别 . 

(2) 将 式 子 变形 为 (4 十 BJC= A+ BC ,ë8 AC+ BC= A+ BC, 
知 4C 一 个 时 等 式 成 立 . 

(3) 将 式 子 变形 为 A4AB(C 十 B) 二 A4BC 十 4B 二 4BC, 得 4B= 
ABC,#HIC—ƏAB 时 等 式 成 立 . 

(4) TAFB)C=[R—(A+B)]C=C—(A+B)C=C— 
C(A 十 B), 知 等 式 恒 成 立 ， 

ms 利用 事件 间 关 系 , 化 简 下 列 式 子 : 

(1) (A+ B)XA+C); (2) CAB+C)AG; 

(3) (4 十 B) (4 十 B). 

解 (1) (A+B)XA+C)=AA+AB+AC+BC=A+AB+ 
AC 十 BC, 而 (4AB 十 4C)CCAh, 故 

(A+ B)XA+C)= A-- BC. 

(2) KER R & f £ 2 Br Ik , N WS £ K l Ri xH #E , Ll PR = 
“m "las. 

(AB+C)AC= (AB+C)+AC= ABC+ AC 
=(A+B)Č+AC= A+ B+ AC 
=A(C+)+B=A+BČ. 

(3) (A+B)(A+B)=(A+B)A+(A+B)B 
=A+AB+AB+BB 


=A+A(B+B)+Ø =A. 

例 6 证 明 下 列 等 式 : 
(1) AUB=AUBA; (2)B—A=AB—AB; 
(3) (A—B)U(B—A)=ABUAB. 
证 ”利用 运算 性 质 和 运算 律 , 有 
(1) AUB =(AUB)NN=(AUB)N CAUA) 

=AUABUBA=AUBA. 
(2) AB—~AB=ABNAB= (AUB)N (AB)=AB. 


一 — _ =“ wr 


=AAUBAUABUBB=ABUBA 
=(A—B)U(B—A). 

例 7 用 文 氏 图 说 明 下 列 各 式 : 

(1) (AUB)C=ACUE BG; 

(2) ABUC= (AUC)(BUC5; 

(3) A+B+C. 

解 (1) 如 图 1.2(a) 表 示 , (4UB)C >K A 5 B Z #l:5 C 的 


交集 ,是 画 有 交叉 线 的 阴影 部 分 ;AC 是 4 与 C 之 交 , 是 画 有 右 斜 线 
的 阴影 部 分 ,BC EBIC 之 交 , 是 画 有 左 斜 线 的 阴影 部 分 . AC 与 
BC 之 积 是 画 有 交叉 线 的 阴影 部 分 , 故 知 两 者 相等 . 


图 1. 2 


(2) ABUC 表示 4 与 8 之 和 与 C 的 交集 ,是 图 1.2(b) 中 夯 有 


交叉 线 的 部 分 ; (A UC)(BUC) 表 示 4 与 C 之 和 同 B8 与 C 之 和 的 
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交 , 两 者 是 相等 的 . 
(3) A+B+C 是 4,B,C 的 和 集 ( 见 图 1.2《c)), 可 以 表示 为 
A 二 +B 二 C= 二 (4 一 4B) 十 (8 一 BC) 十 (C 一 AC) 十 ABC. 
这 里 ,因为 (8 一 8C) 与 (C 一 CA) 中 重复 减 去 了 ABC, 所 以 最 后 要 
加 上 一 个 ABC. 
例 8 WRA 表示 一 个 沿 数 轴 作 随机 运动 的 质点 的 位 置 , 说 
明 下 列 事件 的 关系 : 


A= {zx1z15},， 
B={xz| x125}, 
C=- (z|z<10), 
D= (z|z<;—555 
E= (+)#|+>>10). 
解 ” 由 图 1.3 可 知 : ADCDD; 
图 1.3 BDE;D 与 B 互 斥 ,D 与 E 互 斥 ;B 与 


C 相 容 ,B 与 4 相 容 ,E 与 4 相 容 ;C 与 互 逆 . 

例 9 射击 运动 员 射 击 的 目标 是 三 个 半径 (单位 :m) 分 别 为 
0.1,0. 2,0. 3 的 同心 贺 环 域 , 标 为 ri,r;,r3, 以 A (= 二 1,2,3) 记 击 
中 半径 为 六 的 圆 环 域内 事件 , 试 以 事件 的 集合 表示 下 列 情况 : 

(1) 击 中 0. 3 m 半径 的 圆 环 域外 ; 

(2) 击 中 任 一 圆 环 域内 ; 

(3) 击 中 0. 1 m 半径 的 圆 环 域内 ; 

(4) 击 中 0. 1 m 半径 的 圆 环 域外 ,0. 2 m 半径 的 圆 环 域内 . 

解 G) A, BiA WER; (2) AUA UA;; 

(3) A; (4) Az. 

例 10 一 批 产品 中 有 合格 品 也 有 废品 ,从 中 有 放 回 地 抽取 (将 
产品 取出 一 件 观 察 后 放 回 ) 三 件 产品 ,以 A, (i 二 1,2,3) 表 示 第 i 次 
抽 到 废品 , 试 以 事件 的 集合 表示 下 列 情况 : 

(1) 第 一 次 和 第 二 次 抽取 至 少 抽 到 一 件 废品 ; 

(2) 只 有 第 一 次 抽 到 废品 ; (3) 三 次 都 抽 到 废品 ; 
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(4) 至 少 有 一 次 抽 到 废品 ; (5) 只 有 两 次 抽 到 废品 . 

解 (1) AUA; D ANANA; (3) A,A,A;; 

(4) A,UA,U A; 或 414;4;( 三 次 都 抽 到 合格 品 的 道 事 件 ); 

(5) A, A:4; UA A;A; U A A,.A.. x 

例 11 VTSESHBELBEEEA,B,C,W R CƏOAB,CODAB,uEBR : 

AC=CBUAB. 

i B39CO5AB,BU CCAUB TE,CBC(AUB)B= 
AB,CAB=CBN AB=CB, ACB=CNAB=AB. $ 

AC =AC(BUB)=ACBU ACB 

~—CBU AB. 

由 文 氏 图 ( 见 图 1.4) 可 以 清楚 地 看 
出 ,AC 为 全 部 画 有 和 斜 线 的 部 分 ,CB 为 画 
有 左 斜 线 的 部 分 ,4B 为 画 有 右 斜 线 的 部 
分 . 所 以 结论 成 立 . 图 1.4 


第 二 节 ”随机 事件 的 概率 


主要 内 容 


1. 频率 

在 相同 的 条 件 下 进行 了 n 次 试验 ,知事 件 4 KE Y n, K Mna 
称 为 n 次 试验 中 4 发 生 的 频数 . f,(4)=n4/n 称 为 事件 4 发 生 的 
频率 . 频率 具有 以 下 性 质 . 

(1) 对 任何 事件 4 ,有 OSSA ASL; 

(2) 对 必然 事件 2, 有 ff, 人 02) 二 1; 

(3) 对 个 两 两 互 不 相 容 事件 A1,A,,…, A, 有 


FLADE AD HS A = ÜA) =A. 
(一 i=] 


2. 概率 的 公理 化 定义 

HNA EWENAAR E 的 样本 空间 ,对 E 的 每 一 事件 4 赋予 一 个 
实数 值 , 称 为 事件 4 的 概率 , 记 为 P(A). RAPO RA ATF 
质 : 

(1) 非 负 性 ”对 任 一 事件 A,P(A4) 宕 0; 

(2) 规范 性 PCO) 一 1 

(3) 可 加 性 ”对 可 列 个 两 两 互 不 相 容 事件 4 ,As，… Ants 


有 P(A UAU = UA, U= =P UA =S P(A). 


3， 概率 的 统计 定义 

当 n 一 co 时 ,n 次 独立 重复 试验 的 频率 f,(A)==n4/n 趋 于 稳定 
值 P(A), 则 当 n 很 大 时 ,P(A)= pna/n. 

4. 概率 的 几何 意义 

车 随机 试验 E 的 可 能 结果 有 无 限 ( 不 可 列 ) 个 ,每 个 基本 事件 
发 生 的 可 能 性 相等 , 则 当 样 本 空间 0 与 所 求 事件 4 都 可 以 用 几何 
量 ( 长 度 工 .面积 S 或 体积 V) 来 测度 时 ,4 发 生 的 概率 称 为 几何 概 
率 . 例如 


A 
PA= 
其 中 SCA),SC0) 分 别称 为 4,Q 的 几何 测度 ， 
5. 概率 的 性 质 
(1) P(@)=0; 


(2) 对 任 一 事件 A,P(4)=1 一 P(A); 
(3) 若 A, A... , A, 两 两 互 不 相 容 , WI 
P(A UAU UAD =P. UA) = DPA): 


(4) HAMARA, B, ACB, N | 
P(B—A)=P(B)—P(A), P(B)>P(A). 
L Í 10 e 


6， 概 率 的 加 法 公式 
(1) 对 于 任意 两 个 事件 A4,B, 有 
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB). 
(2) HTS n TR A,A An 有 
P(A +A: +e + A,) 
= > P(A) — 2, PAA )+ >, PAAA) 
一 … 十 (一 1)"-1P(C4,4:…4,)， 
7. 古典 型 概率 
若 随机 试验 的 样本 空间 的 元 素 为 有 限 个 (有 限 性 ), 每 个 样本 
点 发 生 的 可 能 性 相等 (等 可 能 性 ) , 则 试验 E 的 事件 4 发 生 的 概率 
P(A) 称 为 古典 型 概率 . T m 为 事件 A 中 所 含 基本 事件 数 ,n 为 样 
本 空间 0 中 基本 事件 的 总 数 , 则 计算 公式 为 


P(A) = Z 


n x 


利用 古典 型 概率 讨论 事件 概率 的 数学 模型 称 为 古典 概 型 . 
AE HE NE T 


1. 怎样 理解 统计 概率 ? x 

# ”随机 事件 4 的 频率 广 (4) 反 映 在 ” 重 独立 重复 试验 中 4 
发 生 的 频繁 程度 . 当 ” 不 同 或 在 不 同 组 试验 时 , 廊 (4) 的 值 一 般 是 
不 同 的 .但 当 n 充分 大 时 ,fC(4) 会 在 概率 P(A4)=p 的 值 左右 徘 
fl. n 越 大 ,徘徊 的 区 间 越 小 . 所 以 ,可 以 在 这 小 区 间 中 取 一 值 作为 
p 的 近似 值 ,于 是 有 

P(A)= p=zn /n= f,CA). 

统计 概率 是 一 个 近似 值 . 

2. 能 否 将 概率 看 作 频 率 的 极限 ? 

E 不 能 . 这 是 因为 :第 一 ,统计 概率 仅 对 次 独立 重复 试验 
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而 言 ( 伯 努 利 大 数 定律 ), 并 非 所 有 情形 都 适用 ;第 二 , 当 n->oo 时 ， 
fA) 在 P(A4) 左 右 徘 向 ,与 微 积分 中 f(z) 一 A 不同 . 用 e-N 概念 
来 解释 就 是 :存在 随机 现象 的 偶然 性 ,对 于 某 个 给 定 的 e 之 0, 可 能 
找 不 到 相应 的 N(e) EK n>N 时 ,有 |f,(4) 一 P(A)|<e 成 立 . 

3. 怎样 确定 随机 事件 的 等 可 能 性 ? 

答 ”等 可 能 性 是 古典 型 概率 问题 的 两 大 假设 之 一 ,有 了 这 两 
大 假设 ,我 们 只 需 讨论 样本 空间 0 和 事件 4 所 包含 的 基本 事件 数 ， 
即 可 计算 概率 PCA). 但 所 讨论 问题 是 否 符合 等 可 能 假设 ,一 般 不 
可 能 实际 验证 ,而 是 根据 人 们 长 期 形成 的 “对 称 性 经 验 ” 作 出 的 . 
如 ,将 一 枚 均匀 的 硬币 掷 一 次 ,正面 向 上 和 反面 向 上 的 机 会 是 相等 
的 ;大 小 .形状 和 重量 相同 而 颜色 不 同 的 小 球 装 在 同一 小 盒子 中 ， 
每 个 球 被 摸 到 的 可 能 性 也 是 相等 的 . 但 是 ,一 个 产妇 到 医院 生产 ， 
产 下 男 婴 和 女 婴 的 可 能 性 一 般 不 相等 ; 投 一 次 篮 , 投 中 和 投 不 中 的 
可 能 性 一 般 也 不 相等 . 因此 ,等 可 能 性 的 确定 是 人 们 根据 对 事物 的 
长 期 认识 而 作出 的 ,不 是 人 为 的 . 

4. 怎样 判断 讨论 的 问题 是 排列 问题 还 是 组 合 问题 ? 

答 ”在 计算 样本 空间 0 和 事件 A 所 包含 基本 事件 数 时 ,事件 
数 的 多 少 与 问题 是 排列 还 是 组 合 有 关 . 当 事 件 的 组 成 与 顺序 有 关 
时 ,是 排列 问题 ;与 顺序 无 关 时 ,是 组 合 问题 . 

如 , 某 班级 有 40 名 学 生 , 要 选 3 人 分 别 担任 班长 ,学 习 委 员 、 文 
体委 员 , 有 两 种 方案 . 一 种 是 选 出 3 人 ,由 他 们 自行 分 工 ,这 种 方案 
与 顺序 无 关 , 是 组 合 问题 ,共有 Ci 种 选 法 . 另 一 种 方案 是 分 别 选 出 
班长 (40 种 选 法 )、 学 习 委 员 (39 种 选 法 )、 文 体委 员 (38 种 选 法 )， 
与 顺序 有 关 ,是 排列 问题 ,共有 Pi 种 选 法 . 第 二 种 方案 也 可 以 表示 
为 P= 二 C3。X31, 即 选 出 三 人 后 ,再 自由 排列 . 

5s， 怎样 确定 几何 型 概率 中 几何 量 的 测度 ? 

答 ”在 几何 型 概率 中 ,所 考虑 的 问题 中 车 只 有 一 个 因素 在 变 ， 
则 了 到 一 维 几 何 量 一 一 长 度 作 几何 测度 ( 见 本 节 例 26); 若 有 两 个 因 
素 在 变 , 则 取 二 维 几 何 量 一 一 面积 作 几 何 测度 ( 见 本 节 例 27 一 30); 
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各 有 三 个 因素 变化 , 则 取 三 维 几 何 量 一 一 体积 作风 何 测度 ( 见 本 人 
例 31). | 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 基 本 的 概率 问题 

基本 的 概率 问题 一 般 可 以 利用 事件 之 间 的 关系 与 运算 ,运用 
概率 的 运算 性 质 求解 或 证 明 . 读者 对 基本 概念 应 有 和 较 深 刻 的 理解 ， 
熟练 掌握 事件 与 概率 的 运算 . x 

例 1 某 医 院 一 天 中 接 诊 外 科 病 人 50 人 ,内 科 病 人 50 人 ,五 官 
科 病 人 50 人. 设 每 位 病人 在 一 科室 至 多 就 诊 一 次 ,在 病人 总 数 中 ， 
在 三 个 科室 各 就 诊 一 次 的 占 10% ,只 看 外 科 的 占 20%, 只 看 内 科 的 
占 25%, 只 看 五 官 科 的 占 10%. f: 

(1) 一 天 共 接 诊 多 少 个 病人 ? 

(2) 只 看 外 科 和 内 科 的 病人 占 病人 总 数 的 比例 为 多 少 ? 

解 ” 以 A,B,C 分 别 表示 外 科 、 内 


科 、 五 官 科 接 诊 病 人 的 集合 ,由 文 氏 图 
CHEL. 5) 知 à 
A+ B+C=ABC+ ABC + ABC + ABC ZX 
+ABC+ABC+ABC, 
又 知 P(4BC) 王 0.1， P(ABC)=0.2, 
P(ABC)=0.25, P(ABC)=0.15. 
W P(ABC)=x,， P(ABC)=y, 图 1.5 
P(ABC)= 二 z, 又 设 病 人 总 人 数 为 S, 可 建立 方程 组 
S(0. 2 十 z 十 y 十 0.1) 一 50， 
9(0. 25 十 y 十 z 十 0. 1) 一 50， 
S(0. 15 十 = 十 Z 十 0.1) 一 50， 
Z 十 y 十 = 一 1 一 0. 2 一 0. 25 一 0. 15 一 0. 1. 
解 方程 得 
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z=0.05, y=0.15, zx 一 0.1， 9 一 100. 
所 以 病人 总 数 为 100 名 ,只 看 外 科 和 内 科 的 病人 占 总 病人 数 的 
5%. 
例 2 EL HP(A)=P(B)=P(C)=1⁄4,P(AB)=0,P(AC)= 
P(BC)=1/8, 则 事件 4,B，,C 全 不 发 生 的 概率 为 
解 HH _ABCCAB #l,P (CABC)=0. 又 由 逆 事 件 公 式 和 加 法 
公式 ,得 
P(ABC)=1—P¿(A+ B+C) 
=1—P(A)—P(B)—P(C)+P(AB)+P(BC) 
+P(AC)—P(ABC) 
=]—3X1/4+2Xx1/8=1/2. 
H3 设 当 事件 4,B 都 发 生 时 ,事件 C 必 发 生 , 则 ( ). 
(A) P(C)<P(A)+P(B)—1; (B) P(C)= P(AB); 
(C) P(C)=P(A)+P(B)—1; (D) P(C)=P(A +B). 
解 ” 由 题 意 知 C 沁 AB, 故 
P(C)>P(AB)=P(A)+P(B)—P(AT+B) 
>P(A)+P(B)—1, 
所 以 选 (B). 
例 4 P(A)=a,P(B)=2a,P(C)=3a,P(AB)=P(BC)= 
,证 明 :a 委 1/4， | 
证 由 P(4B)ICP(4) ,得 5 魏 a. 又 由 加 法 公式 
1>P(B+C)=P(B)+ P(C)—P (BC) 
一 24 十 3a 一 b 之 ha， 
所 以 a=<1/4. 
例 5 对 任意 事件 A1,A,,… Ann WER: 
(1) P(A,A,)>P(A) +P(A:)—1; 
(2) PCA ADEPAN HPC, +e +P(A,)— m—1). 
证 (1) 由 加 法 公式 
P(A,+A)=P(A,)+P(A,)—P(A,A;), 
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所 以 
P(A,A,)=P(A,)+ P(A,)—P¿(A,-+-A,) 
=ZP(A))+P(A,)-—1. 

(2) 用 数学 归纳 法 .n= 二 2 即 有 题 (1) 的 结论 . 设 对 ”一 1, 不 等 
式 成 立 , 则 

P(A,A,…A,) 

= P| (A Azt An) An] 

>P (A, Az As) +P(A,)—1 

>P(A)-+P(A,)+---+P(A,-.,)— m—2)+P(A,)—1 

=P(A,)+ P(A,)+-- +P(A,)— (n—1). 

例 6 设 有 甲乙 两 人 玩 投 得 游戏 ,规定 :每 轮 由 甲 先 投 一 次 ， 
接着 乙 可 投 两 次 , 先 投 中 者 胜 .已 知 甲 每 次 投篮 命 中 率 为 p, 乙 命 
中 率 为 0.5, 间 pp 取 何 值 时 ,甲乙 两 人 胜 人 负 概 率 相等 . 

解 ” 以 4;,B; Gi 二 1,2,…) 分 别 记 甲乙 在 第 i 次 投篮 命中 事 
件 ,i 又 为 甲乙 两 人 投 链 的 总 次 数 , 以 A,B 分 别 记 甲乙 取胜 事 
件 , 则 

A=A,+A,B,B;,A,+ A,B :Bs A B;B.A. + 
而 P(A,)= p, 
P A B,B;A,)= (1—p) X 0. 0 52 一 0 25201 一 p), 
所 以 PC 一 站 0 25(1— pp+0. 252(1—p)’p 二 *… 
=p/[1—0.25(1—p)]. 
由 题 设 , 要 P(A)=P(B)==0.5= 二 p/[1 一 0. 25(1 一 p)j, 解 得 p= 
3/4. 即 当 甲 的 命中 率 为 3/4 时 , 甲 、 乙 胜 负 的 概率 相等 . 

二 、 上 古典 型 概率 问题 | 

古典 型 概率 问题 有 三 大 典型 问题 : 模 球 问题 .质点 人 盒 问 题 和 
随机 取 数 问题 . 另外 还 有 一 些 其 它 类 型 的 问题 ,如 超 几 何 分 布 概率 
问题 等 ,也 属于 而 典型 概率 问题 . 

求解 十 典型 概率 问题 的 常用 方法 有 : 
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1. 加 法 原理 

设 完成 一 件 事 有 & 类 方法 ,每 类 分 别 有 m1,m;，… ,mi 种 方法 ， 
而 完成 这 件 事 只 要 选择 任 一 类 方法 中 的 任何 一 种 , 则 完成 这 件 事 
的 方法 有 ri 十 1mz 十 … 十 m4 种 . 

2. 乘法 原理 

设 完成 一 件 事 有 2 个 步骤 :第 一 步 有 mi 种 方法 ,第 二 步 有 zm 
种 方法 …… 第 n hA m, 种 方法 , 且 这 x 类 的 所 有 种 方法 都 各 不 相 
同 , 则 完成 这 件 事 的 方法 有 mim2…m 种 . 

注意 ,如 果 完 成 一 件 事 的 方法 是 并 列 的 关系 , 则 使 用 加 法 原 
理 ; 如 果 完 成 一 件 事 的 方法 有 顺序 关系 , 则 使 用 乘法 原理 . 

3. 排列 方法 

从 全 部 元 素 中 取出 一 部 分 ,有 次 序 地 排 成 一 列 , 称 为 一 个 排 
列 . 排列 可 分 为 : 

(1) 不 同 元 素 的 选 排列 ”从 x 个 不 同 的 元 素 中 无 放 回 地 取出 
m 《mn) 个 元 素 的 排列 ,共有 Pr 种 排列 ， 

P”=n(n—1).(n—m+T1). 

X m =n 时 , 称 为 全 排列 ,共有 n! 种 排列 . O 

(2) 不 同 元 素 的 重复 排列 从 个 不 同 的 元 率 中 有 放 回 地 取 
H m 个 元 素 的 排列 ,共有 mn” 种 排列 . 

(3) 不 全 相似 元 素 的 排列 EEn ARPA m 类 不 同 的 元 
KFARA kiks skn 个 (每 类 元 素 彼此 视 为 不 可 辨认 ), 则 这 
个 元 素 的 全 排列 共有 nn1/ Cei lkal kma ) 种 . 

4. 环 排列 

An 个 不 同 的 元 素 中 , 选 出 六 个 元 素 排 成 一 个 圆周 的 排列 , 共 
A C'Omnm—1)! 种 排列 . 

5. 组 合 方法 

从 全 部 元 素 中 取出 一 部 分 元 素 而 不 考虑 其 顺序 的 排列 称 为 一 
个 组 合 . 组 合 可 分 为 : 

(1) 一 般 的 组 合 ”从 个 不 同 元 素 中 取出 m 个 的 组 合 , 共 有 
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n(n—l)… (m—m+ 1) _ n! 


m ! m! (n—m)! 


种 ,也 记 为 CY 或 | "上 . 它 具有 性 质 
Cr =C ”, Cr =C HOi, Cn 一 1. 
(2) 不 同类 元 素 的 组 合 ”从 不 同 的 & 类 元 素 中 取出 z 个 元 素 ， 
即 从 第 一 类 的 ni 个 不 同 元 素 中 取 m 个 ,从 第 二 类 的 n; 个 不 同 元 素 
Him, 个 …… 从 第 上 类 的 mu 个 不 同 元 素 中 取 mai 个 , 且 n; 宇 m; G= 


Ë k 
] ,2， ... , Ë ) 9 S m;=m , 则 共有 组 合 (CC = [| cs 种 . 
i=] t=1 


在 处 理 具体 问题 时 , 既 要 考虑 事件 是 否 与 顺序 有 关 , 从 而 确定 
用 组 合 方法 还 是 排列 方法 ,又 要 从 实际 问题 出 发 判断 是 哪 一 种 排 
列 或 组 合 , 才 能 求 得 正确 的 结果 . 

摸 球 问题 是 指 从 ”个 可 分 辨 的 球 中 按照 不 同 的 要 求 逐 个 地 取 
出 m 个 球 , 并 计算 事件 概率 的 问题 . 

例 7 ”一 袋 内 有 < 个 白 球 ,5 TERR, R: 

(1) 不 放 回 地 任 取 mx 十 n 个 球 , 恰 有 m 个 白 球 .n 个 黑 球 的 概 
率 ; 

(2) 不 放 回 抽取 ,每 次 一 个 ,第 次 才 取 到 白 球 的 概率 ; 

(3) 不 放 回 抽取 ,每 次 一 个 ,第 次 怡 取 到 白 球 的 概率 . 

解 (1) 任 取 m 十 n 个 球 ,与 次 序 无 关 , 且 m 个 白 球 从 a 个 白 球 
中 选 ,n 个 黑 球 从 5 个 黑 球 中 选 , 都 是 组 合 问题 . 所 以 

=S AFETA). 

(2) 抽取 与 次 序 有 关 , 第 次 抽取 的 白 球 可 为 个 白 球 中 任 一 

个 ,所 以 
b b—1 b—Ëk + 2 C: 

P= Fb atb—1 — atb kF? atb kF] 

(3) 第 & 次 必 取 到 和 白 球 ,可 为 a 个 白 球 中 任 一 个 .前 4 一 1 次 取 
到 的 白 球 数 应 小 于 a 个 ,因此 第 一 次 只 能 在 a 十 6 一 1 个 球 中 取 ( 留 
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一 个 日 球 在 第 次 取 ) ,以 后 各 次 相同 .所 以 


_ 4 十 0 一 1 .< 十 2 一 2 ，..，， 4 十 2 一 & 十 1 , C} 
PT rat ` a4b—] atb—k4? atb—k}] 
si 
-apb 


例 8 An 双 不 同 的 鞋 混 放 在 一 起 ,有 个 人 每 人 随机 地 取 走 2 
只 , 求 下 列 事件 的 概率 : 

(1) 每 人 取 走 的 鞋 恰 为 一 双 的 概率 ; 

” (2) 每 人 取 走 的 鞋 不 成 一 双 的 概率 . 

解 ” 设 2n Rikin 个 人 取 走 . 第 一 个 人 从 2n 只 中 任 取 2 只 ,第 二 
个 人 从 2n 一 2 只 中 任 取 2 只 …… 第 2 个 人 取 走 最 后 2 只 ,但 每 个 人 取 
走 2 只 的 排列 只 是 一 种 . 所 以 , 依 乘法 原理 ,基本 事件 的 总 数 为 

2n(2n—1) (2n—2)(2n—3) , ... 2: 1_ Qna)! 
2 2 2 2 ' 
(1) 每 人 取 走 的 鞋 恰 为 一 双 的 事件 数 为 CC CC Sn, F 
是 
p= n1/[(2n)1/2"]= (2n)1!/ (2n)1. 

(2) 每 人 取 走 的 2 只 鞋 都 不 成 双 的 事件 数 为 (n!1)”. 因为 第 一 
个 人 可 以 从 n RARE PRRI 只 ,又 可 以 从 n 只 左 脚 鞋 中 取 1 只 (只 
要 两 只 对 不 成 一 双 ) ,其 余 依 此 类 推 .于 是 

p= 12 /[(2n)1/2" ]=2 Cn!) (2n)! =nxn1/C2n—_1)!!. 

例 9 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只 , 求 这 4 只 鞋子 中 至 少 有 2 
只 鞋子 配 成 一 双 的 概率 . 

解 ” 本 题 的 解法 很 多 ,我 们 仅 举 几 种 解法 供 读者 参考 . 谈 者 可 
尝试 其 它 合 理 的 解法 . 

(1) 基本 事件 总 数 为 Cio. 有 利 事 件数 包括 : 恰 有 2 只 配 成 一 双 ， 
事件 数 是 ClC?CiC3 (Ci 表示 5 双 中 任 取 1 双 , 其 余 2 只 由 4 双 中 取 2 
双 , 再 在 每 1 双 中 取 1 只 ) ;4 只 配 成 两 双 , 事 件数 是 Cs. 所 求 概率 为 

p= (CICIC}ICI+ CI) /C=130/210=13/21. 

(2) 用 逆 事 件 求 ,4 只 鞋 配 不 成 双 的 事件 数 是 CiC2C3C;C2, 故 
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p= 1— (CštC1:C;C1C1) /C4,=1— 80/210=13/21. 

(3) #/ 2 只 能 配 成 一 双 也 可 以 这 样 构成 : 先 从 5 双 中 任 取 1 

只 ,其 余 2 只 从 余下 8 只 中 取 , 但 要 减 去 可 能 成 双 的 重复 事件 数 , 则 
p= (C:iCs—C5;)/Cl= 13/21. 

本 题 最 容易 出 现 的 错误 就 是 把 有 利 事 件数 取 为 CsCs, 从 而 出 
现 重复 事件 . 这 是 因为 , 吞 鞋子 标 有 号 码 1,2,…,5, 则 Cs 可 能 取 中 
第 i 号 鞋 ,Ci 可 能 取 中 第 ;号 的 一 双 , 此 时 成 为 两 双 的 配对 为 
(i, 丫 ,但 也 存在 配对 Cj,?). (i, 有 站 与 ,站 是 一 种 ,出 现 了 重复 事件 ， 
HEH T C= 个 事件 . 

例 10 50 只 锦 钉 随机 地 取 来 用 在 10 个 部 件 上 ,其 中 恰 有 3 只 
DERRERS. 每 个 部 件 用 3 只 锦 钉 ,车 将 3 只 锦 杀 都 装 在 同一 部 
件 上 , 则 这 个 部 件 的 强度 就 太史 . [n] :发 生 一 个 部 件 强度 太 嵌 的 概 
率 是 多 大 ? 

解 ” 基 本 事件 总 数 为 Cj. 强度 太 弱 事件 数 为 CiCio(Cs 是 强度 
太 弱 的 锦 钉 组 合 ,Cio 是 部 件 的 取 法 数 ) ,所 以 

p= C53CiÍ /Cs = 1/1960. 

例 11 一 袋 内 装 9 个 白 球 和 3 4 ZT pR , Á $ rh tf S£ Jb IN TK RX tH 
3 球 ( 取 出 后 不 放 回 ), 求 ; 

(1) 第 三 次 取出 的 是 已 球 的 概率 ; 

(2) 若 第 三 次 取出 的 是 白 球 , 则 第 一 次 取得 的 也 是 已 球 的 概 
率 . | 

解 〈1) 同 例 7, 有 p= 二 9/12==3/4. 

(2) 第 三 次 和 第 一 次 都 取得 白 球 的 事件 是 两 个 互 不 相 容 事 
i., (A.A.H)... A), ETE 

质点 人 盒 问题 是 :有 nn 个 可 分 辨 的 盒子 和 mm 个 质点 ,按照 不 同 
的 要 求 将 m 个 质点 放 在 ”个 盒子 中 ,计算 事件 的 概率 . 

例 12 将 ”个 质点 随机 地 放 和 人 N Nzn ATP. RTF IE 
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件 的 概率 : 

(1) 某 指 定 的 ”个 盒子 中 各 有 一 个 质点 ; 

(2) 任意 个 盒子 中 各 有 一 个 质点 ; 

(3) HEWA FRA m (mn) T" i sa. 

解 ” 每 个 质点 有 NN 种 放 法 ,n CAAA N 种 放 法 ,于 是 : 

(1) 相当 于 ”个 质点 在 2” 个 盒子 中 的 全 排列 ,共有 al 种 ,所 以 

p=n!/N". 

(2) 有 利 事件 多 了 一 个 步 又, 即 n 个 盒子 的 选 法 有 Cw 种 ,所 以 

p= Cn! / N". 

(3) j. n A+ F K rh k m 个 的 取 法 有 CY 种 ,其 余 的 每 个 质点 都 

有 六 一 1 种 放 法 ,所 以 
p=C”(N— 1)" "/ N". 

例 13 菜单 位 新 录用 了 12 名 公务 员 , 其 中 有 3 名 博士 . 将 他 们 
随机 地 平均 分 到 三 个 研究 室 去 , 问 ;(1) 每 一 个 研究 室 分 到 一 名 博 
士 的 概率 是 多 少 ? (2) 3 名 博士 分 到 同一 研究 室 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 由 不 全 相 异 元 素 的 排列 公式 ,得 基本 事件 总 数 为 

t,CiC1==-121/(41)°. 

(1) 将 3 名 博士 平均 分 配 的 分 法 有 Pi 种 . 其 余 9 名 人 员 的 分 法 
有 91/(31)’ 种 ,有 利 事 件数 为 3191/(31);, 所 以 x 


= 219) 12! _16 
PEB 


(41)? 55 
(2) 将 3 名 博士 分 到 同一 研究 室 的 分 法 有 C3 种 ,其 余 9 人 的 分 
法 有 9!1/(1!14!141) 种 ,有 利 事件 数 为 (3X91)/(41) ,所 以 


=3x2; / 12! _ 3 
(41)°/ aD? 55 


例 14 将 3 个 球 随机 地 放 在 4 个 杯子 中 去 , 求 杯子 中 球 的 最 大 
个 数 分 别 为 1,2,3 的 概率 . 
解 ” 基 本 事件 总 数 为 4 T. 
最 大 个 数 为 1, 含 事件 数 为 Pi. 所 以 ,p= 二 P14/4 二 3/8. 
° 20 ° 


最 大 个 数 为 2, 则 有 2 个 球 的 杯子 的 选 法 有 Ci 种 , 球 的 选 法 有 

Cs 种 , 剩 下 1 个 球 有 3 种 放 法 ,有 利 事件 数 为 3C4C3. Pr LJ 
方 一 3C4C3A4 一 97/16. 

最 大 个 数 为 3, 则 杯子 的 选 法 为 Ci, 有 利 事 件数 为 C4. 所 以 

p=C}/4=1/16. 

例 15 某 班 有 12 名 学 生 是 在 1980 年 出 生 的 , 试 求 下 列 事件 的 
概率 : 

(1) 至 少 有 两 人 是 同一 天 出 生 的 ; 

(2) 至 少 有 一 人 是 5 月 工 日 出 生 的 . 

解 D 用 求 逆 事件 方法 求解 . 样本 空间 基本 事件 总 数 为 
3652 ,没有 两 人 在 同一 天 出 生 的 事件 数 为 P36s ,所 以 

旋 一 1 一 Ps6s/365“、 

(2) 也 用 求 首 事件 方法 求解 .没有 人 在 5 月 1 日 出 生 的 事件 数 

为 3642 ,所 以 
p=1— 364/365”. 

随机 取 数 问题 是 :在 x 个 不 同 的 数 中 按 不 同 的 要 求 取 出 x 个 
数 ,计算 事件 概率 . 

例 16 随机 地 取 一 整数 , 求 它 的 二 次 方 的 个 位 数字 是 4 的 概 
3. 

解 ” 设 随机 数 z= 一 a 十 105 十 … ,其 个 位 数 是 a, 则 x =a’ 十 20ab 
十 10022 十 …. 显然 z? 的 个 位 数 仅 与 z 的 个 位 数 a 8 2. 

a 有 0,1,…,9 等 10 种 取 法 ,而 使 a*=4 的 只 有 2 种 ,a 二 2 或 a 
二 8, 故 p= 二 2/10==1/5. 

例 17 从 0,1,…,9 等 10 个 数字 中 , 任 取 4 个 数字 排 成 一 排 ， 
求 能 成 为 四 位 偶数 的 概率 . 

解 ” 排 成 四 位 偶数 ,显然 与 数字 次 序 有 关 , 基 本 事件 总 数 为 
Pi. 要 排 成 四 位 偶数 ,那么 千 位 上 不 能 取 0, 个 位 上 只 能 取 偶 数 , 有 
CIP; 一 P2CI( 前 项 是 个 位 在 5 个 偶数 中 选 1 个 , 另 三 位 数 从 余下 9 

. 2] ° 


个 数 取 3 个 ,后 项 是 千 位 为 0 时 ,个 位 有 Ci 种 选 法 ,其 余 两 位 有 Cs 
种 选 法 ). 所 以 
p= CsP3—CPs) /Po. 
例 18 从 0,1,…,9 等 10 个 数字 中 任 取 一 个 ,取出 后 仍 放 回 ， 
先后 共 取 3 次 , 求 取出 的 三 数 总 和 等 于 15 的 概率 . 
解 ” 基 本 事件 总 数 为 10:. 每 个 数 被 取 到 的 概率 为 1/10( 等 可 能 ). 
以 a; 记 第 i 次 取 到 的 数字 , 记 4:ai 十 a: 十 as 王 15, 则 4 所 包含 
的 基本 事件 相当 于 (1 十 z 十 刀 十 … 十 z?)3 展开 式 KRA. 因为 
由 
(1 r+ z+ --- + x°) 
=[(1—z!°)/G(1—z)]1=(1—x!)(1—=) ° 
=(1— 3r 4 He 2r H d 136zr15 4) 
E r KAA 136—3X21=73, H p=73/10°=0. 073. 
例 19 从 1,2,…,20 中 任 取 一 个 数 , 取 到 数 & 的 概率 与 & 成正 
比 , 求 取 到 的 数 是 3 的 倍数 的 概率 . 


解 ” 以 pi 记 取 到 数 & 的 概率 , 则 ps 二 ck, 且 >jck 二 1, 可 得 c= 


1/210. 取 到 的 数 是 3 的 倍数 包括 3,6,9,12,15,18, 所 以 
pp 二 (3 十 6 十 9 十 12 十 15 十 18)/210=3/10. 
例 20 将 一 枚 硬币 掷 2 次 , 求 出 现 正面 次 数 多 于 反面 次 数 的 
概率 . 
f FPu2n 次 硬币 ,可 能 出 现 :4 一 一 正面 次 数 多 于 反面 次 数 ， 
B 一 一 反面 次 数 多 于 正面 次 数 ,C 一 一 正面 次 数 等 于 反面 次 数 . A， 
B,C 互 不 相 容 . 
直接 计算 P(4) 是 困难 的 ,可 以 用 对 称 性 原理 来 求解 . 因为 个 
币 是 均匀 的 ,有 PC4)==P(B), 所 以 P(4)==[1 一 P(C)j]/2. 而 2n 次 
掷 硬币 的 排列 有 2” 种 ,其 中 有 利 C 的 有 C 纪 种 C2n 个 中 选 个 ), 则 
P (C)=C;,/2”. 所 以 
P(A)=[1—P(C)]/2= Q —C;,/2”)/2. 
° 22 ° 


例 21 有 外 表 相 同 的 N (CN 宇 3) 个 袋子 ,第 个 袋子 中 装 有 上 
个 红 球 和 NN 一 上 个 白 球 .将 袋 的 次 序 搞 混 后 , 任 选 一 袋 并 任 取 一 
RK: 

(1) 第 一 次 取得 红 球 、 放 回 后 第 二 次 又 取得 红 球 的 概率 ; 

(2) 前 两 次 取出 的 球 不 放 回 、 第 三 次 时 取得 红 球 的 概率 . 

解 D 选中 第 & 个 袋子 的 概率 是 1/N ,每 次 取得 红 球 的 概率 
是 &A/N, 则 由 加 法 原理 ,有 

-5 "p VHD ONtTD, 

(2) FE Rk $S BJ R * R 1/N. 三 次 取 球 的 方法 有 
NON 一 1)CN 一 2) 种 .三 次 取得 红 球 的 取 法 有 &(E 一 1)( 一 2) 种 ， 
取得 ( 红 ,和 白 , 红 ) 和 (和 白 , 红 , 红 ) 的 取 法 各 有 R&(CR 一 1)(N 一 &) 种 , 取 
得 ( 白 , 白 , 红 ) 的 取 法 有 CN 一 k)(N 一 k 一 1) 种 , 故 取 法 共有 


k(k—1)(k—2)+k(k—1)(N—k)+k(k—1)(N—k) 
+HECN—k)CN—k—1)=k(N—1)(N— 2) 


种 . 所 以 
~ k(N—1)(N—2) 1 N(N+1) _N+1 
PN NAN DN-DTN 2 aN 
例 22 在 1,2,…,9 等 9 个 数字 中 ,有 放 回 地 随机 取出 wn 个 数 ， 
求 这 个 数 的 乘积 能 被 10 除 尽 的 概率 . 


解 ” 基 本 事件 数 有 9" 种 .能 被 10 除 尽 , 则 这 x 个 数 中 应 含 5 与 
偶数 . 用 逆 事 件 求 出 ,因为 不 含 5 的 取 法 有 8” 种 ,不 含 偶数 的 有 5” 
种 , 既 不 含 5 又 不 含 偶数 的 有 和 种 ,于 是 知 含 5 和 偶数 的 取 法 有 
9" 一 8" 一 5" 十 4 种 . 所 以 


-外 + 外 


例 23 KANA 个 准 考证 随机 地 发 给 n 个 考生 , 求 至 少 有 一 个 
准 考证 发 对 的 概率 . 
解 ”这 类 问题 称 为 配对 问题 . 以 A; 记 第 ; 个 准 考证 发 对 考生 事 
. 23. 


件 , 则 由 加 法 公式 ,至 少 有 一 个 准 考证 发 对 的 事件 A= DA 
P(A)=P(A+A:+-:-: + A,). 


_ 1 、 
因为 P(A)=, 2 ,PC(AD=1, 
_—1 1 _ 1 coa; 

P(A:A; =. n—] n(n—]) GÆj), 
又 SI PC44)= — a L, 

li jn Ek n(n — 1) 2! 

_ C; _ 1 
2 22 P AAA #(n— 1) (Q —2 3!’ 


P(A Az A,)= Cr/n! = 1/a!, 
所 以 


P(A)=1—1/⁄21 十 1/31 一 … 十 (一 Dal 一 一 1 一 e-1. 
例 24 设 有 2” 个 人 排 成 一 排 , 求 :(1) 甲乙 两 人 之 间 恰 有 
r(0 达 7r 忒 n 一 2) 人 的 概率 ; (2) 甲乙 两 人 相 邻 的 概率 . 
解 ”个 人 排 成 一 排 , 基 本 事件 数 是 ”!. 
(1) 甲 . 乙 两 人 中 间 有 > 人 的 排 法 数 可 以 这 样 考 碟 : 设 甲 排 在 
第 ; 位 , 则 乙 排 在 第 :十 > 十 1 位 ,所 以 i 只 能 取 1,2,…,n 一 r 一 1, 共 
2 一 ”一 1 种 排 法 ;其 余 ” 一 2 个 位 置 是 ”一 2 人 的 全 排列 ,有 (2 一 2)! 
种 排 法 ; 甲 、 乙 位 置 可 以 互 换 , 有 C 种 排 法 . 由 乘法 原理 ,有 利 事件 
数 为 Ci(Ca 一 r 一 1)(2 一 2)1, 所 以 
p=C)(n—r—1)(n—2)1/n1! =2(n—r—1)/Ln(n—1)]. 
(2) 甲乙 两 人 相 邻 看 作 占 一 个 位 置 ,而 里 、 乙 位 置 可 以 互 换 ， 
故 有 Ci 一 1)! 种 排 法 ,所 以 
p=C;Gn—1)1/n1 =2/n. 
例 25” 设 ”个 人 排 成 一 图, 求 :(1) 按 顺 时 针 方 向 ,由 甲 到 乙 中 
间 相 隔 r 人 的 概率 ; (2) 甲乙 两 人 相 邻 的 概率 . 
° 24 ° 


解 2 个 人 排 成 一 圈 ,是 环 排列 . 

(1) 因为 是 环 排 列 ,就 没有 首尾 之 分 . 甲乙 按 顺 时 针 方 癌 排 
列 ,中间 相隔 > 人 的 基本 事件 数 是 x 人 了 到 2 人 ( 围 与 乙 ) 的 排列 ,有 
Pa 种 ,而 甲 的 位 置 有 x 种 选 法 ,所 以 

p=n/P;=1/G@=—1). 

(2) 设想 甲乙 占 一 个 位 置 ,甲乙 可 以 互 换 , 则 甲乙 相 邻 有 

2(n 一 2)! 种 排 法 . 而 一 图 只 有 (2 一 1)! 种 排 法 ,所 以 
p=2(n—2)!/(n—1)! =2/(n—1). 

更 简单 的 想法 是 ;一 圈 有 个 位 置 , 甲 占 了 一 个 位 置 后 , 乙 还 

有 nn 一 1 个 位 置 可 供 选 择 , 而 与 甲 相 邻 的 仅 两 个 位 置 , 所 以 
p=2/(n— 1). 

三 、 几 何 型 概率 问题 

几何 型 概率 保留 了 古典 型 概率 的 等 可 能 性 特征 ,但 样本 后 的 
个 数 为 无 限 ( 不 可 列 ) 个 .要 根据 具体 问题 选择 恰当 的 几何 测度 , 然 
后 计算 事件 的 概率 . 怎样 选择 几何 测度 ,可 详 见 本 节 疑 难 解析 5. 

例 26 某 轻 轨 车 站 每 障 5 min 有 一 轻轨 车 通过 ,乘客 随机 地 
来 到 车 站 候车 , 求 乘客 候车 时 间 不 大 于 3 min 的 概率 . 

解 ” 由 于 乘客 在 5 min 内 的 任 一 时 刻 到 达 都 是 等 可 能 的 , 符 
合 几 何 型 概率 等 可 能 性 和 无 限 ( 不 可 列 ) 性 . 同时 ,只 有 一 个 因素 
一 一 时 间 +t 在 变 , 所 以 用 几何 量 长 度 来 测度 . 由 题 意 ,得 

L(A) 3 


PELI 5 
例 27 将 长 度 为 a 的 线段 任意 分 为 三 段 
( 见 图 1. 6) , 求 此 三 线段 能 构成 三 角形 的 概率 . usss | 
解 ” 设 三 线段 长 为 z,y,a 一 + 一 y; 有 两 个 a 
因素 ry 变化 ,所 以 用 几何 量 面积 来 测度 . 
(1) 由 题 意 ,有 0<z<a:;0<y<ay 0< 


二 y<a, 满 足 此 条 件 的 点 充满 三 角形 AOB 内 . 而 满足 构成 三 角形 
的 点 可 这 样 求 得 :由 边 的 关系 ,得 


图 1.6 


. 25 ° 


(a—xz—y)+ y> x, Xa/2, 
(a—r—y)tr>y, y<a/2. 

满足 上 述 条 件 的 点 充满 图 1.7(Ca) 中 阴影 域内 , 故 . 
S(A)_ 阴影 域 的 面积 _ 1 


PTSD 大 三 角形 的 面积” 14 


| gae 
Rp 


图 1.7 


(2) 也 可 以 这 样 求 解 :因为 0 二 zx 二 a,0 二 ya, 满 足 条 件 的 点 
充满 正方 形 域 . 又 由 组 成 三 角形 的 边 的 关系 ,项 1y 一 +| 二 a/2, 即 
r—a/2<y<z+a(/2. 再 考虑 zz<a/2,y>a/2, 则 组 成 三 角形 的 点 
(zy 充满 图 1.7(b) 中 左上 阴影 域 yz>a/2,y<a/2, 则 组 成 三 角 
形 的 点 充满 有 有 下 阴影 域 . 所 以 

CA4) 阴影 域 的 面积 i 
PSD AKA 的 正方 形 的 面积 “4 

例 28( 会 面 问题 ) 两 个 朋友 约定 晚 8:00 至 9:00 ERS M, 
若 先 到 者 等 候 20 min 而 另 一 人 不 到 , 先 到 
者 则 离 去 , 求 这 对 朋友 能 会 面 的 概率 . 

解 这 显然 是 一 个 几何 型 概率 何 题 . 
以 zyy 表示 两 人 到 达 时 间 , 则 有 0 委 z 扫 60， 
0 委 y 委 60, 样 本 点 (zy) 充 满 正 方形 域 . 能 
会 面条 件 |x 一 y| 碌 20, 满 足 条 件 的 点 充满 
图 1.8 中 阴影 域 . 所 以 


. 26. 


SA) 阴影 域 的 面积 60: 一 40: 5 
SD 正方形 的 面积 6° 9 


会 面 问 题 常 用 于 飞船 对 接 、. 导弹 拦截 .码头 空 出 等 模型 . 

例 29( 萍 丰 投 针 间 题 ) 设 平面 上 一 系列 平行 线 的 间距 为 2a, 
向 平面 投 一 长 为 2/ BJ £F GQ <a) , 求 针 与 平行 线 相 交 的 概率 . 

解 ” 如 图 1. 9(a) 所 示 , 以 yy 表示 针 的 中 点 到 最 近 一 条 平行 线 
的 距离 ,x 表示 针 与 直线 的 交角 , 则 0 委 y 和 ca ,0 委 z 委 x 梓 本 空间 的 
点 (zx,y) 充 满 图 1.9(b) 中 的 矩形 区 域 . 


图 1.9 


要 针 与 平行 线 相交 ,应 有 ylsinz ,满足 条 件 的 点 充满 图 1.9 
Cb) 中 阴影 区 域 . 所 以 
S CA) _ 阴影 域 的 面积 _ Ll rdr 
anr 


— — — 


“SC(Q2) PEHEE ax 

例 30 甲乙 两 人 相约 下 午 1:00 到 2:00 之 间 到 某 站 乘 公 共 汽 
车 外 出 ,他 们 到 车 站 的 时 间 是 随机 的 . 设 在 1:00 到 2:00 则 有 四 班 客 
车 开 出 ,开车 时 间 分 别 为 1:15、1:30、1:45、2;00. 求 他 们 在 下 述 情况 
下 人 辣 坐 一 班车 的 概率 :(1) 约定 见 车 就 乘 ;(2) 约定 最 多 等 一 班车 . 

解 ” 设 甲 . 乙 到 站 时 间 分 别 为 z,y, 则 1 委 z 委 2,1 委 yy 委 2. 梓 本 
点 (x,y) 充 满 正方 形 区 域 [1,2;1,2], 正 方形 区 域 可 分 为 16 个 小 方 
格 ,如 图 1. 10 所 示 . 

(1) 见 车 就 乘 的 情形 反映 为 图 上 画 有 交叉 线 的 阴影 区 域 ,所 以 


p=4/16= 1/4. 
(2) 约定 最 多 等 一 班车 的 情形 反映 为 图 上 的 阴影 区 域 ,所 以 
p=10/16= 5/8, 


. 27 °. 
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图 1.10 图 1.11 
例 31 在 线段 [0,a] 上 任意 取 三 | z yz, k =E r, y, 
> 能 构成 三 角形 的 概率 . 


解 ” 因 为 0 委 z 委 a,0 委 7y 委 co 0 委 > 委 aa 所 以 样本 点 (zy*z) 充 
满 以 a 为 边 长 的 长 方 体 ( 见 图 1.11). 几何 测度 取 为 体积 . 

ZX, y, 能 构成 三 角形 , 则 还 应 满足 : 

z 之 TXT 十 yy; 即 点 (x,y,z) 在 OAC 平面 下 方 ; 

y 之 XY 十 z, 即 点 (x,y,z) 在 QBC 平面 上 方 ; 

Xz 之 y 十 z; 即 点 Cx，y,z) 在 OAB 平面 上 方 . 
所 以 点 C(x,y,z) 充 满 六 面体 OABCD 内 部 . 

_V(A)_ 六 面体 OA4ABCD 的 体积 
P OVD ARA a 的 正六 面体 的 体积 


_a`—3X1/3X4 /2X4a _ 1 
x aš 2 


第 三 节 条 件 概率 与 全 概率 公式 


主要 内 容 


1. 条 件 概 率 
设 A,B 是 试验 E 的 两 个 事件 , 且 P(A) 关 0, 则 在 事件 B REK 


» JR 0 


条 件 下 4 发 生 的 概率 称 为 事件 4 在 条 件 B 下 的 条 件 概 率 , 记 为 
P(AIB). 


2. 条 件 概 率 的 计算 方法 
(1) 在 试验 E 的 样本 空间 中 计算 
P(A|B)=P(AB)/P(B), 当 P(B)>0 时 ; 
P(B|A)=P(AB)/P(A), 当 P(A)>0 时. 
(2) 在 缩减 样本 空间 中 计算 ”此 时 样本 空间 由 人 2 缩减 为 B, 有 
利 事件 为 AB, 所 以 
P(A|B)=P(AB) (这 时 P(B)=1). 
3. 乘法 定理 
乘法 定理 是 求 积 事件 概率 的 基本 征 理 . 
(1) #P(A)>0, W P(AB)=P(A)P(B]A); 
(2) # P(AB)>0, M| PCABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB); 
(3) # P(A Ar An-1)>0, R 
P(A Azt A,n) 
=P(A P(A] A D P(A; | A A) PCA |A Ar An). 
4. 完备 事件 组 
设 Q 为 E 的 样本 空间 ,Bi,B;,…,B, 为 匹 的 一 组 事件 ,各 
(1) BB;= Ø, iZ), Hi,I=1,2," n, 


(2) > B=Q0,B P(B)>0, 
i=] 


则 称 Bi,，B,,…,B, HO 的 一 个 完备 事件 组 ,又 称 之 为 8 的 一 个 划分 . 
5. 全 概率 公式 
B, Bates B, 为 0 的 一 个 完备 事件 组 , 若 对 EE 的 一 个 事件 
A,# P(B,)2>0 GG 二 1,2,…,n), 则 有 全 概率 公式 


P(A)= >,P(B)P(ANB,). 
i=l I 


6. 贝 叶 斯 公式 
W Bis Bost , B, 为 02 的 一 个 完备 事件 组 ,在 对 E 的 一 个 事件 
。29 。 


AÑ P(A) >0,P(B;)>0 G=1,2,- n), HAN 时 斯 公式 
P(A B; P (B.) 
nt 


> ,PCB)P(AIB,) 


J= 1 


P(B: A)= =], 2, n. 


疑难 解析 


1. 条 件 概率 为 什么 是 概率 ? 它 与 无 条 件 概 率 有 何 区 别 ? 

答 ”条件 概率 P(A1B) 可 以 认为 是 B 发 生 的 条 件 下 缩减 样本 
空间 B 中 事件 4 的 概率 ,可 以 验证 它 符合 概率 的 三 条 性 质 : 非 负 
性 、 规 范 性 和 可 列 可 加 性 ,因此 它 是 一 个 概率 . 

条 件 概 率 是 在 试验 E 的 条 件 下 又 加 上 一 个 新 条 件 ( 如 B XE) 
时 , 求 事件 (如 4A) 的 概率 . 因为 条 件 增多 , 则 可 以 理解 为 :(1) 样本 
空间 不 变 , 有 利 事 件 改 变 ( 由 A 变 为 4B, 一 般 地 有 ADAB); 
(2) 或 样本 空间 如 缩减 为 B, 有 利 事件 A 改变 为 AB. 所以, 一般 
有 

P(A)=P(A]B). 

2. 条 件 概率 PCA|1B) 与 积 事件 概 率 PCLAB) 有 何 区 别 与 联系 ? 

E ”条件 概率 P(A41B) 是 在 试验 E 的 条 件 下 增加 条 件 B RÆ 
后 , 求 得 的 事件 4 发 生 的 概率 . 而 积 事 件 PLAB) 是 在 试验 EE 的 条 
件 下 AB 同时 发 生 的 概率 . 它们 的 区 别 就 在 于 ,它们 发 生 时 的 条 件 
不 同 ( 虽 然 都 是 A,B 同时 发 生 ). 

其 联系 是 PCA1B) 与 P(A4B) 可 以 相互 表示 , 即 

P(AIB)=P(AB)/P(B), P(AB)=P(B)P(A!B). 

3. 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 有 何 联 系 ? 它们 反映 什么 样 的 概 
率 回 题 ? 

Z ”全 概率 公式 与 中叶 斯 公式 是 计算 复杂 事物 概率 的 重要 工 
具 . 

若 把 全 概率 公式 中 的 4 视 为 * 果 ”, 而 把 2 的 每 一 划分 B; 视 为 
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“ 因 ”, 则 全 概率 公式 反映 “由 因 求 果 ” 的 概率 问题 . 公式 P(A) 二 


>P )P(A1B,) 中 的 PCB,;) 是 根据 以 往 信息 和 经 验 得 到 的 ,所 


以 被 称 为 先 验 概率 .而 贝 叶 斯 公式 又 称 为 “ 执 果 湖 因 ” 的 概率 问题 ， 
即 在 结果 4 已 发 生 的 情况 下 ,寻找 4 发 生 的 原因 .公式 P(Bi|A)= 
P(A1B)P(B,)/P(A) 中 的 P(Bi|14) 是 得 到 “信息 ”4 后 求 出 的 ,所 
以 被 称 为 后 验 概率 . 

先 验 概率 与 后 验 概率 有 不 可 分 割 的 联系 ,后 验 概率 的 计算 是 
以 先 验 概率 为 基础 的 . 由 员 叶 斯 公式 知 , 求 P(Bi|4) 要 用 到 P(A4)， 
而 P(A) 是 由 先 验 概率 计算 得 到 的 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 条 件 概率 问题 

求解 条 件 概率 的 关键 是 能 正确 地 运用 条 件 . 分 析 条 件 的 发 生 
对 样本 空间 的 影响 ,然后 再 来 考虑 计算 条 件 概 率 ,必然 可 以 减少 或 
Ë: G FH A. 

条 件 概率 的 计算 方法 主要 有 两 种 :一 是 利用 公式 已 (418) 王 
P(4B)/P(CB) 计 算 , 要 注意 到 P(C4B) 与 P(B) 都 是 在 样本 空间 OQ 
中 计算 ;二 是 在 缩减 样本 空间 B 中 计算 ,这 里 P(B)==1, 了 ?了 (4)= 
PCB) 其它 方法 还 有 用 定义 或 直观 意义 求 条 件 概率 的 ,但 不 第 
用 . 对 于 较 复 杂 的 条 件 概率 问题 , 则 要 善于 利用 概率 的 运算 人 性质， 
化 复 末 为 简单 . 

例 1 已 知事 件 4,B 互 不 相 容 ,上 且 PC(B) 关 0, 求 概率 P(A1B). 

解 ” 因 为 4,B 互 不 相 容 ;所 以 P(A4B) 二 0, 有 


P(AB) P(A)—P(AB) P(A) 
P(B) 1—P(B) 1—P(B) 


例 2 个 人 排 成 一 队 ,已 知 甲 总 排 在 乙 的 前 面 , 求 乙 怡 好 时 
跟 在 甲 后 面 的 概率 . 


P(A|B)= 
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解 以 4 记 甲 排 在 乙 前 面 事 件 , 以 已 记 乙 紧 跟 在 甲 后 面 的 事 
件 , 则 要 求 概率 P(B|A). 

在 不 附带 条 件 的 排队 中 ,P(A)=P(4A)=1/2. 由 于 样本 空间 
An! 个 基本 事件 ,4 有 nn!1/2 个 基本 事件 ,AB 有 (n 一 1)! 个 基本 事 
件 ( 将 甲乙 看 作 一 个 人 的 全 排列 ,甲乙 不 能 交换 ), 则 
AD LODI pL 
PCA) n! ni n` 
若 在 缩减 样本 空间 中 计算 , 则 

P(B|A)=(n—1)! nst, 


例 3 电影 院 的 票 价 为 每 张 5 元 ,; 今 有 m 十 nn 个 人 排队 购 聚 , 设 
Em 人 持 有 5 元 币 ,其 余 n Sm) ARAL 元 币 . 若 每 人 限购 一 张 
票 , 且 售票 处 没有 准备 零 币 , 求 无 人 等 待 找 钱 的 概率 . 

解 ” 以 ai;az，… a, 记 n 个 持 10 元 币 的 人 ,以 站 ,22 Tam 
个 持 5 元 币 的 人 . 要 没有 人 等 待 找 钱 , 则 在 第 i 个 持 10 元 币 的 人 之 
前 必须 有 多 于 i 个 持 5 元 币 的 人 ,所 以 是 条 件 概率 问题 . 

设 4 为 as 不 等待 找 钱 的 事件 , 则 | 


P(A)= 


P(B|A)= 


MI 十] 
(m 个 持 5 元 币 人 加 一 个 持 10 元 币 人 ai,ai 不 排 在 第 一 位 ). 
m] 


P(A, A) = 3 


m 


— 2 
P (A, AAD = 


J -一 1 十 二 
m 一 ?十 2 


P (A, | A,A, A...) 一 


所 以 ,没有 人 等 待 找 钱 的 概率 为 | 
P(A Ap A D =P(A DPA | A D: P(A, A,A... An) 
m m— 1 u’ m—n-+]1 


m+] m l m—n+? 
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m—n-ti 
m+i ` 

例 4 RZEK f ,已 知 得 到 的 三 个 点 数 不 同 , 求 其 中 含有 点 1 
的 概率 . 

解 ”用 条 件 概 率 定 义 求解 . 设 4 为 三 个 点 数 不 同 的 事件 ,AB 
为 其 中 含有 点 1 的 事件 . 

样本 空间 的 基本 事件 数 为 6; 二 216,A 包含 基本 事件 数 为 已 :一 
120,AB 含 基 本 事件 数 P3C; 二 60, 所 以 

P(A)=120/216=5/9, P(AB)=60/216=5/8, 
P(B|A)=60/120=1/2. 

例 5 一 袋 中 有 > 个 红 球 ,个 白 球 ,每 次 从 袋 中 任 取 一 个 球 观 
察 后 放 回 ,同时 放 入 a 个 与 其 同色 的 球 . 在 袋 中 连续 取 球 四 次 , 求 
第 一 .二 次 取 到 红 球 而 第 三 、 四 次 取 到 白 球 的 概率 . 

解 ”以 4 (i 二 1,2,3,4) 记 第 i 次 取 到 红 球 的 事件 , 则 所 求 事 
件 为 44:4:4,, 其 概率 为 

P(A AAA D =P(ADPC(A: |A DPA; | AA) P (A, | 414243) 


_— r . tta „t „tta 
=o r+t rr 二 ta rr 十 t 十 2a r+t+3a 
ri(ria) (ta) 


J G+t)G44tI+a)Gr+t+2a) r+-t+ 3a)` 
例 6 已 知 某 家 庭 有 3 个 孩子 ,其 中 至 少 有 1 个 是 女孩 . 求 这 个 
家 庭 至 少 有 1 个 男孩 的 概率 ( 设 生 男生 女 的 概率 相等 ). 
解 ” 以 A 记 至 少 有 1 个 女孩 事件 ,以 B 记 至 少 有 1 个 男孩 事 
件 , 求 PC(B|A4) 用 公式 P(B81A4)= 王 P(A4B)/P(A). 
H P('A)= (1/2)?=1/8,í8 P(A)=7/8,P(B)=7/8. 
由 有 与 互 不 相 容 ,4B==A 十 B, 得 
P(AB)=P(A)+P(B)=1/4—> P(AB)= 3/4, 
所 以 ”  P(B|A)=P(AB)/P(A)= (3/4)/(7/8)=6/7. 
7 已 知 n 件 产品 中 有 mx 件 次 品 , 从 中 任 取 2 件 . 在 得 知 其 中 
1 件 是 次 品 的 情况 下 , 求 另 一 件 也 是 次 品 的 概率 . 
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E 以 4: 记 2 件 中 至 少 有 1 件 次 品 的 事件 ,以 4: 记 2 件 全 是 
W in WR EOR PCA |A). 

HH ADA TLA x 

A,A,=A,, P(A,A,)= P(A,). 
而 P(A)=1—P(A,)=1—C:š.., /C 
=| > (2n— n —1) l/L n(n—1))1, 
P(A,)=C;/C'=[m(m—1)l/"n(na—1)1, 
所 以 P(AsiAi)=P(AA,)/P(Ai)=P(A,)/P(A) 
= {m1)/(2n—mn—1). 

例 8 已 知 掷 5 枚 硬币 时 至 少 出 现 2 个 正面 , 求 正面 数 恰 为 3 
个 的 概率 . 

解 ” 以 B 记 至 少 出 现 2 个 正面 事件 ,以 4 记 恰 好 出 现 : 个 正面 
s F. W| B= A, +A, +A, t As. 

由 于 4, E NHR, BDA, A,B =A Mi 

P(A;)=C3/2°, P(B)=(C}+4C}+Ci+C3)/2 
(EAR 5S 枚 硬币 基本 事件 为 25 个 ,4,; 含 基本 事件 Cs 个 ), 所 以 
 P(A,|B)=P(A,B)/P(B)= P(A,)/P (B) 

=Cš/ (C2--Cš+Cš--C;)=5/13. 

— 、 全 概率 公式 与 员 叶 斯 公式 问题 

在 求解 全 概率 公式 与 忠 叶 斯 公式 问题 时 ,表面 上 似乎 只 要 套 
公式 就 可 以 了 ,其 实 很 容易 出 错 . 因此 ,特别 要 注意 以 下 两 点 :(1) 
寻找 一 个 正确 的 样本 空间 的 完备 事件 组 (划分 )Bi,B:,…,B,, 并 
准确 计算 P(B,) 和 P(A|1B;) 的 值 ; (2) 不 要 混 清 P(A|Bi) 与 
P (B,| 4), 因为 两 者 完全 不 同 . 

例 9 甲 . 乙 、 丙 三 个 工厂 生产 了 一 批 同 样 规格 的 零件 ,它们 的 
产量 分 别 占 总 产量 的 20% ,40%,40% ,它们 的 次 品 率 分 别 为 5%， 
4%,3%. 今 从 仓库 中 任 取 1 个 零件 , 它 是 次 品 的 概率 为 多 少 ? 

O UA AnA 记分 别 取 到 甲乙 、 丙 厂 生 产 的 零件 的 事件 ， 
以 B 记 零 件 为 次 品 的 事件 , 则 
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P(A,)=0.2, P(A,)=0.4, PCA,)=0. 4, 
因为 41,4,,4; 为 一 个 完备 事件 组 ,由 全 概率 公式 ,有 


3 
P(B)= > ,P(A)P(BIA,) 
i=] 


=0. 2X0. 05+0. 4X 0. 04+0. 4X0. 03=0. 038. 

例 10 有 两 箱 同 型 号 的 零件 ,A 箱 内 装 50 件 , 其 中 一 等 品 10 
件 ;B 箱 内 装 30 件 , 其 中 一 等 品 18 件 . 装配 工 从 两 箱 中 任 选 一 箱 ， 
从 箱子 中 先后 随机 地 取 两 个 零件 (不 放 回 抽样 ). 求 : 

(1) 先 取 出 的 一 件 是 一 等 品 的 概率 ; 

(2) 在 先 取 出 的 一 件 是 一 等 品 的 条 件 下 ,第 二 次 取出 的 零件 
仍 是 一 等 品 的 概率 . 

解 以 4,B 分 别 记 从 A 箱 .8 箱 内 取得 一 等 品 的 事件 . 由 已 
REPA) =P(B)=1/2,# EC 为 第 i (一 1,2) 次 取得 一 等 品 
的 事件 . 

(1) 因为 PC(C.|A4)=1/5,P(C1|1B)=3/5, 依 全 概率 公式 ,得 

P(C)=P(A)P(C I |A)+P(B)P(C,| B) 


(2) 由 条 件 概率 公式 与 全 概 认 公式 
P(C,|C,)= P(C,C,)/P (C.) | 
=[P(A)P(C,C,|A)+P(B)P(C,C,] B) ]/P (C) 


= 了 | 5 XIT Zo, 4836. 

例 11 已 知 某 批 产品 的 合格 率 为 0. 9. 检验 员 检 验 时 ,将 合格 
品 误 认 为 次 品 的 概率 为 0.02 ,而 一 个 次 品 被 误 认为 合格 的 概率 为 
0.05. 3 ; 

(1) 检查 任 一 产品 被 认为 是 合格 品 的 概率 ; 

(2) 被 认为 合格 品 的 产品 确实 合格 的 概率 . 

解 ” 以 B 记 一 个 产品 检查 被 认为 合格 的 事件 ,以 4 记 产 品 确 
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实 合 格 的 事件 , 则 4,A4 构成 一 个 完备 事件 组 ,P(A)==0. 9,P(A) 
=0.1,P(BIA)=0.98,P(B|A)==0.05. 于 是 : 
(1) 由 全 概率 公式 ,一 个 产品 被 认为 合格 的 概率 为 
P(B)=P(A)P(BIA)+P(A)P(B|A) 
=0. 9X0. 98+0. 1X0. 05=0. 887. 
(2) 由 贝 叶 斯 公式 ,被 认为 合格 的 产品 确实 合格 的 概率 为 
PCA|B)=[P(A)P(B|A)]/P(B)=0. 9X0. 98/0. 887 
== 0, 994. 
012 茶 人 到 武汉 参加 会 议 ,他 乘 火 车 、 轮 船 \ 汽 车 或 飞机 去 
的 概率 分 别 为 0.2,0. 1,0. 3 和 0.4. 如 果 他 乘 火 车 .轮船 .汽车 前 
去 ,迟到 的 概率 分 别 为 1/3,1/12 和 1/4, 乘 飞机 不 会 迟到 . 结果 他 
RAT k Rb 3 X + EPRE. 
解 ” 以 B 记 开会 迟到 事件 ,以 A Ar As A, 分 别 记 某 人 乘 火 
车 轮船 .汽车 和 飞机 去 的 事件 , 则 A),A;,4;,A, 为 一 完备 事件 组 . 
由 全 概率 公式 


P(B)= > ,P(A)P(BI|A,) 
i=1 


一 0. 2X1/3 十 0.1X1/12 十 0. 3X1/4 十 0. 4X0 
=0. 15. 
又 由 贝 叶 斯 公式 ,迟到 是 因为 乘 汽 车 的 概率 是 
P(A,|B)= (0. 3<X1/4)/0.15=0. 5. 
例 13 某 炮兵 阵地 有 甲乙 、 丙 三 门 炮 , 三 门 炮 的 命中 率 分 别 
为 0.4,0.3,0.5, 设 三 门 炮 同时 向 一 目标 发 射 炮弹 ,结果 共有 两 发 
击 中 该 目标 , 求 此 时 是 甲 炮击 中 的 概率 . 
解 ” 这 是 一 个 “ 执 果 湖 因 ”问题 . AAA A 分 别 记 甲乙 、 丙 
击 中 的 事件 , 则 PCA1)==0.4,P(A;) 二 0.3,P(A4;)= 二 0.5. 又 以 4 i 
三 发 炮弹 有 两 发 击 中 的 事件 ,以 B 记 三 炮 齐 射 甲 炮击 中 的 事件 , 旭 
所 求 为 PC(B|A). 
车 事件 B 发 生 , 则 另 一 发 命中 的 为 乙 炮 或 两 炮 所 发 炮弹 , 故 
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P(A|B)=P(A,)[1—P(A,)]+[Í[1—P(A,))P(A,) 
=0.3X0.5+0.7>X0.5=0.5, x 
P(A|B)=P(A.)P(A,)=0.3X0.5=0.15, 

所 以 
P(B|A)=[P(B)P(A|B)]/LP(B)P(A|B)+P(B)P(A|B)] 
= (0. 4X0. 5)/(0. 4X0. 5+0. 6X0. 15) =20/29. 

例 14 设 有 24 个 外 形 相 同 的 球 分 装 在 三 个 盒子 内 ,每 盒 装 8 
个 . 第 一 盒 内 有 5 个 标 有 A 的 球 ,3 个 标 有 B 的 球 ;第 二 盒 内 有 红 球 
和 白 球 各 4 个 ;第 三 盒 内 有 红 球 6 个 , 白 球 2 个 . 先 从 第 一 盒 中 取 1 
个 球 ,若是 A 字 球 , 则 在 第 二 盒 中 任 取 1 pk; A E B 字 球 , 则 从 第 
三 盒 中 任 取 1 个 球 , 求 第 二 次 取得 的 球 是 红 球 的 概率 ， 

解 以 4 记 第 一 次 从 第 一 盒 中 取 
得 A 字 球 事件 ,以 召 记 第 一 次 从 第 一 
盒 中 取得 B 字 球 事件 ,以 C 记 第 二 次 取 
出 红 球 事件 , 则 可 利用 “概率 树 ” 图 形 
( 见 图 1.12) 分 析 表 示 事 件 的 关系 . 

依 题 意 有 

P(A)=5/8, P(B)=3/8; 
P(C|A) = 1⁄2, P(C|IA) = 1/2; 

P(C|B)=3⁄4, P(CIB)=1/4. 图 1.12 
由 全 概率 公式 ,得 
P(C)=P(C|A)P(A)+P(C|B)P(B) 
=]/2X5/8+3/4X3/8=19/32. 

概率 树 是 用 来 分 析 复 杂事 件 中 事物 间 关 系 的 一 种 既 形 象 又 有 
效 的 方法 ,凡是 利用 全 概率 公式 求解 的 问题 ,都 可 以 借助 概率 树 直 

例 15 某 卫 生机 构 的 资料 表明 : 患 肺癌 的 人 中 吸烟 的 占 
90% ,不 患 肺癌 的 人 中 吸烟 的 占 20%. 设 患 肺癌 的 人 占 人 群 的 
0. 1% , 求 在 吸烟 的 人 中 患 肺 癌 的 概率 . 
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解 ” 以 A 记 被 观察 者 吸烟 的 事件 ,以 B; 记 被 观察 者 中 患 肺 焰 
的 事件 ,以 B, 记 被 观察 者 中 不 患 肺癌 的 事件 , 则 Bl,B, 为 一 完备 
事 件 组 . 依 题 意 有 ,P(Bi) 二 0. 001,P(B,)==0. 999,P(A| B) = 
0.9,P(A1B,) 二 0.2, 所 以 ,由 中 叶 斯 公式 ,得 
P(B, )PCAJ|B,) 
P(B )P(A| B )+P(B,)P(A|B,) 
= (0. 001X090. 9)/(0. 001 X0. 9+ 0. 999xX 0. 2) 
= 0. 0045. 
RR. BAER À PRAE BJ E AR 8 A ETI A A rH EA hb 
AU WPJ S EB P (B | AZ P(A|B,) , 故 不 能 以 患 肺癌 的 人 中 吸 
烟 者 比例 很 高 而 认为 吸烟 者 患 肺癌 的 比例 很 高 . 


P(B,1A)= 


第 四 节 ”独立 性 与 伯 努 利 概 型 


主要 内 容 


一 ,独立 性 

1. 两 事件 相互 独立 

对 随机 试验 E 的 两 个 事件 4,B, 若 P(A4B) 二 P(A)P(B), 则 称 
A,B 为 相互 独立 的 事件 ,也 简称 事件 A,B 独立 . 

(1) #A,B 相互 独立 , 则 4A 与 B,4 与 8,4 与 8 也 相互 独立 . 

(2) 车 4,B 相互 独立 , 则 P(B14)=P(B),P(A1B)=P(A4). 
反之 亦 然 . 

2. 三 事件 相互 独立 

EX A,B,C 三 事件 ,以 下 等 式 成 立 : 

P(AB)=P(A)P(B), P(BC)=P(B)P (C), 
P(AC)=P(A)P(C), P(ABC)=P(A)P(B)P(C), 
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则 称 4,B,C 相互 独立 . 

吞 仅 前 三 个 等 式 成 立 , 最 后 一 个 等 式 不 成 立 , 则 称 4,B,C 两 
两 独立 . 

3. n 个 事件 相互 独立 

AX n 个 事件 4 Aast An XI TIELEN OAKES) Ki, 
Li Le <i n, S | 

P(A; Ant A) =P (A P(A) P (A, ) 

成 立 , 则 称 4: ,4:，…，,4, 相互 独立 . 

上 面 的 等 式 实际 含有 2 一 2 一 1 TFA. 

一 、 伯 努 利 概 型 

若 将 试验 EE 重复 进行 n 次 ,每 次 试验 的 结果 互 不 影响, 则 称 
次 试验 是 相互 独立 的 . 

车 试验 巨 只 有 两 个 可 能 结果 ,A 或 4, 则 称 E 为 伯 努 利 试验 . 
将 试验 E 独立 地 重复 进行 次 , 则 称 E 为 n 重 伯 努 利 试验 . 

在 n 重 伯 努 利 试验 中 , 若 一 次 试验 时 事件 A 发 生 的 概率 为 p， 
则 在 ” 重 伯 努 利 试验 中 4 发 生 次 的 概率 为 

已 { 左 一 外 ) 一 CDCT 一 六) 

由 于 P{X=&})= 二 Crp"(1 一 p)” “恰好 是 二 项 式 (p 十 g)" 的 展开 

式 中 含 p* 的 项 ,所 以 又 称 之 为 二 项 概率 . 


疑难 解析 


1. 两 事件 4,B 相互 独立 与 两 事件 4,B 互 矿 这 两 个 概念 有 什 
ARR? 

答 ” 两 者 没有 必然 的 联系 . 两 事件 4,B 相互 独立 , 则 4 发 生 
与 B 发 生 无 关 , 两 者 互 不 影响 ;两 事件 4,B HFE J 发 生 一 定 有 
B 不 发 生 , 两 者 是 相互 影响 的 . 

图 1.13 为 4,B 相互 独立 (图 (a)) 与 4,B 互 斥 (图 (b)) 的 一 个 
例子 . 可 以 看 出 :A,B 相互 独立 时 4 可 能 非 空 ,而 A,B 互 斥 时 一 
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定 有 AB= 2. 

2. 有 放 回 抽样 和 无 放 回 抽样 与 独 
立 性 有 什么 关系 ? 

答 ” 有 放 回 抽样 时 ,对 抽出 的 样 
本 观察 后 仍 放 回 , 因 此 样本 空间 没有 
发 生变 化 ,两 次 抽样 可 以 看 作 独 立 的 
重复 抽样 ,计算 事件 的 概率 时 就 可 以 利用 独立 性 概念 .无 放 回 抽样 
时 ,抽出 的 样本 不 再 放 回 ,因此 前 后 抽样 的 样本 空间 是 不 同 的 ,不 
能 作为 独立 的 重复 抽样 处 理 , 计 算 概 率 时 不 能 利用 独立 性 概念 ,一 
般 依 据 条 件 概率 、 乘 法 公式 与 其 它 运算 法 则 处 理 . 

3. 多 个 事件 的 两 两 独立 与 相互 独立 有 什么 不 同 ? 

答对 两 个 事件 而 言 ,两 两 独立 与 相互 独立 是 一 致 的 ,而 两 个 
事件 以 上 时 ,两 者 就 不 同 了 . 两 两 独立 是 指 其 中 任意 两 个 事件 相互 
独立 ,而 全 部 事件 相互 独立 是 指 其 中 任意 个 事件 都 相互 独立 . 如 事 
件 组 4 ,4:，…,4, 相互 独立 包括 两 两 独立 、 三 三 独立 …… n 个 事 
件 独立 . 

Hx 个 事件 两 两 独立 不 能 得 出 个 事件 相互 独立 ,但 后 者 可 以 推 
出 前 者 . 如 掷 一 个 正四 面体 ,其 中 三 面 分 别 写 有 4,B,C 字样 , 另 一 面 
写 有 4BC FH. 观察 朝 下 一 面 上 的 字母 ,得 P(A)==P(B) 二 P(C)= 
1/2,P(AB)=P(A)P(B)=1/4,P(AC)=P(A)P(C) = 1/4, 
P(BC)=P(B)P(C)=1/4, 但 P(ABC)=1/4A#P(A)P(B)PCC). 
足以 见得 ,三 事件 的 两 两 独立 ,不 能 推出 三 事件 的 相互 独立 . 

4. 随机 事件 的 相互 独立 与 随机 试验 的 相互 独立 怎样 区 分 ? 

答 ”随机 事件 的 相互 独立 是 指 同一 随机 试验 中 各 个 随机 事件 
的 发 生 互 不 影响 、 相 互 独立 的 性 质 . 随机 试验 的 独立 性 有 两 种 类 
型 :一 是 重复 试验 的 独立 性 ,如 某 人 昨天 投篮 试验 的 结 有 果 与 今天 投 
复试 验 的 结果 可 以 认为 是 独立 的 ,n 重 伯 努 利 试验 是 随机 试验 独 
立 的 典型 例子 ;二 是 不 同 随机 试验 的 独立 性 , 即 从 不 同 的 随机 试验 
中 各 取 任 一 随机 事件 , 则 它们 是 相互 独立 的 ,如 某 车 闻 各 机 床 是 否 
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图 1.13 


正常 工作 是 独立 的 , 某 电 路 各 元 件 是 否 可 靠 也 是 独立 的 . 

s. 怎样 区 分 试验 是 否 为 伯 努 利 试验 ? 

Z ”只 有 两 个 结果 的 独立 重复 试验 称 为 伯 努 利 试验 . 要 注意 
的 是 两 个 结果 不 等 于 两 个 样本 点 ,如 射击 ,成 绩 可 以 是 0 环 、1 环 
Brees 10 环 ,但 我 们 可 以 分 为 命中 不 中 两 个 结果 . 如 果 只 考虑 事件 
A 是 否 发 生 , 则 可 以 把 试验 五 的 其 它 事 件 都 看 作 4 ,那么 试验 下 就 
是 一 个 伯 努 利 试验 ,因此 伯 努 利 试验 是 广泛 存在 的 . 而 ASA 
试验 是 在 相同 条 件 下 重复 进行 的 伯 努 利 试验 ,概率 的 统计 定义 就 
是 由 此 概率 模型 得 出 的 ,以 后 将 要 讲 到 的 许多 分 布 也 与 其 有 天 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 独立 性 问题 

独立 性 是 概率 计算 的 一 个 重要 条 件 , 许 多 定理 与 公式 仅 在 独 
立 性 条 件 下 才 成 立 . 因 此 首要 的 问题 是 判别 所 要 计算 的 概率 中 的 
各 事件 是 否 相 互 独立 . 判别 的 方法 是 :(1) 用 定义 验证 ,但 当 事 件 
较 多 时 会 比较 困难 ; (2) 根据 实际 问题 ,由 经 验 确定 是 否 相 互 独 
立 . 在 实际 计算 时 ,要 牢记 一 些 常 用 的 公式 与 结果 ( 见 主要 内 容 )， 
并 能 熟练 运用 它们 . 

例 1 加 工 茶 一 产品 有 三 道 工序 . 设 第 一 、 第 二 、 第 三 道 工 序 的 
次 品 率 分 别 为 2% ,3%,5% ,假定 各 道 工序 相互 独立 , 求 完成 的 产 
品 的 次 品 率 . 

E V.A, A, A 记 第 一 .第 二 .第 三 道 工 序 合格 事件 , 记 4 为 
产品 为 合格 品 的 事件 , 则 忆 (4,) 王 0. 98, PCA) =0. 97, P CA;,) = 
0. 95. 由 乘法 公式 和 独立 性 ,得 

P(A)= P(A,A,A,)= P(A,.)P(A,)P(Ə°A,)=0. 90307, 
由 逆 事 件 概率 ,得 次 品 率 加 一 1 一 P(4) 一 0.09693. 

例 2 茶 工人 在 车 间 照 管 两 台 不 同 的 机 器, 由 以 往 经 验 知 ,在 

某 段 时 间 内 , 甲 机 器 的 停工 率 为 0.15, 乙 机 器 的 停工 率 为 0. 20. 求 
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该 段 时 间 内 至 少 有 一 台 机 器 不 停工 的 概率 . 
解 以 4, 届 分 别 记 甲乙 机 器 不 停工 的 事件 ,可 由 经 验 断 年 
甲 、 乙 机 器 停工 是 独立 的 .所 以 ,所 求 概率 为 已 (4 十 瑟 ), 且 
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB) 
=P(A)+P(B)—P(A)P (B) 
一 0.85 十 0. 8—0. 85X0. 8 一 0. 97. 

例 3 一 门 炮 对 同一 目标 进行 了 三 次 独立 的 射击 ,三 次 射击 的 
命中 率 分 别 为 0.4,0.5,0.7, 求 ; 

(1) 三 次 射击 中 恰 有 一 次 击 中 目标 的 概率 ; 

(2) 三 次 射击 至 少 有 一 次 击 中 目标 的 概率 . 

解 以 4; 记 第 :次 击 中 目标 的 事件 , 则 

P(4) 一 0.4， P(A,)=0.5, P(A;)=0.7. 
(1) 以 B 记 恰 有 一 次 击 中 目标 的 事件 ,得 
P(B)=P(A,A,A;, UA, A A UA,A;A,.) (由 互 不 相 容 性 ) 
=P(A,A,A,) +P(A,A,A,.)+ P (A A,A.) (由 独立 性 ) 
一 0.4X0.5X0.3 十 0.6X0.5X0.3 十 0.6X0.5X0.7 
=0. 36. 
(2) 以 C 记 至 少 有 一 次 击 中 目标 的 事件 ,得 
P(C)=1—P(C)=1—P(A,A,A,)=1—P(A j P(A,)P(A;) 
=1—0. 6X0. 5X 0. 3=0. 91. 

Ba 某 系统 如 图 1.14 所 示 ,继电器 触 点 1,2,3,4,5,6 闭合 的 
概率 均 为 p, 且 各 继电器 触 点 的 闭合 是 相互 独立 的 , 求 系统 是 通路 

解 ” 将 系统 分 为 子 系统 , 子 系统 又 分 并 联 与 串联 ,实行 分 步 缀 
方法 来 求 系统 是 通路 的 概率 . 

d) 在 第 一 个 子 系统 中 ,2 与 3 是 串联 ,线路 接 通 是 交 事 件 ,由 
独立 性 知 , 接 通 的 概率 为 p’:; 而 1 与 2,3 是 并 联 , 接 通 的 概率 用 逆 概 
率 求 ,为 1 一 (1 一 p)(1 一 p:) 二 pp 十 Pp 一 pp 

第 二 个 子 系统 接 通 的 概率 为 bp, 与 第 一 个 子 系统 串联 ,是 交 事 
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图 1.14 


件 , 故 整个 系统 是 通路 的 概率 为 
Pi=p(pip —p)=p tp. 
(2) 系统 由 三 个 子 系统 并 联 而 成 ,逐个 求 出 子 系 统 线路 接 通 
的 概率 ,再 合成 求 整个 系统 是 通路 的 概率 . 
在 第 一 个 子 系 统 中 ,1 与 2 是 并 联 ,1,2 与 3 是 串联 ,所 以 ,线路 
接 通 的 概率 为 L1 一 (1 一 p)(1 一 p)jp; 第 二 个 子 系统 线路 接 通 的 概 
率 为 pb; 第 三 个 子 系统 由 5,6 串联 而 成 ,线路 接 通 的 概率 为 加. 于 
是 ,系统 是 通路 的 概率 为 
pz =1—[1—p:(2—p) ] (1 一 户 )(1 一 力 ?) 
=p+3p 一 4 一 户 十 3 pi. 
例 5 排球 比赛 的 规则 是 5 局 3 R.A.B 两 队 的 胜率 分 别 为 
0.6 和 0. 4. 前 两 局 A 队 以 2 : 0 领先 , 求 A 队 获 胜 的 概率 . 
解 以 4 (1 二 3,4,5) 记 A 在 第 i 局 获胜 的 事件 ,以 B 记 A 队 
获胜 的 事件 , 则 P(A4,;)= 二 0. 6. 所 以 
P(B)= P(A,UA;A,UA;A,A;) 
=P(A;,) +P(A P(A) +P(A, )P A POA;) 
一 0. 6+ 0. 6X0. 4+0. 6X0. 4*=0. 936. 
例 6 在 一 批 广 个 产品 中 有 Ah 个 次 品 , 每 次 任 取 一 个 ,观察 后 
放 回 , 求 : 
. (1) n 次 都 取得 正品 的 概率 ; 
(2) n 次 中 至 少 有 一 次 取得 次 品 的 概率 . 
解 ” 因 为 是 放 回 抽样 ,可 以 认为 各 次 抽取 相互 独立 . 以 A, iË 
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第 i 次 取得 合格 品 的 事件 , 则 P(A4,)=1 一 M/N. 

(1) pı =P(A1A,'%A,)=P(A)P A) P (A,) 

=(1—M/N)>?'. 

(2) pp=1—p =1—(1—M/N)'. 

例 7 i¿P(Ə(A)>0,P(B)>0,1EBR 

A,B 3ER7ihyy<= P(A|B)=P¿(A|B). 
证 必要 性 #A,.B 相互 独立 , 则 
P(A|B)=A,P(A|B)=A, 
所 以 P(AJ]B)= P(A|B). 
充分 性 2 P(Ə.(A|B)=P(A|B),BI 
P(AB) __ PAB) __P(AB) _P(A)—P(AB) 
P(B) P(B) P(B) 1 一 P(B) ’ 
得 P(4B)=P(4)P(B), 即 4, 瑟 相互 独立 . 
例 8 设 A,B 相互 独立 , 且 P(4B)=P(2B)==1/4, 求 概率 
P(A)5 P(B). 

解 ” 由 4,B 相互 独立 知 :A,B 相互 独立 ,4,B 相互 独立 . 
P(AB)=P(A)(1—P(B))=1/4, 
P(AB)=P(B)(1—P(A))=1/4, 

于 是 P(A)—P(A)P(B)=P(B)—P(B)P(A) 
= P(A)= P (B), 

从 而 P(A)— P(A22=1/4—= P(A)=P(B)=1/2. 

二 、 伯 努 利 概 型 问题 

在 求解 伯 努 利 概 型 问题 之 前 ,首先 要 确认 试验 是 否 是 ” 重 独 
立 试验 ,再 确认 试验 结果 是 否 只 有 两 个 . 要 求 :(1) 确定 重 数 ”及 
一 次 试验 中 4 发 生 的 概率 p;(2) 确定 所 求 A 发 生 的 次 数 衣 (或 
P(A4) 的 取 值 范围 ); (3) 用 二 项 概率 公式 计算 p(k) (或 确定 上 全) 

例 9 Rn EAZA F A 成 功 奇 数 次 的 概率 . 

解 ” 设 一 次 试验 中 A 成 功 的 概率 为 p, 则 成 功 奇 数 次 的 概率 
可 利用 二 项 展开 式 求 得 . 将 
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(q+ p)" =C pg" HC pg t HC p’? 十 … 一 
(一 站) =C pg" Cpg +C pg + 
相 减 ,得 所 求 概 率 为 
p =C;pg" + pig + 
=[1—(q—p)"]/2=[1— (1—2p)"]/2. 

例 10 菜 商 场 各 柜台 受到 消费 者 投诉 的 事件 数 为 0,1,2 三 种 
情形 ,其 概率 分 别 为 0.6,0.3,0. 1. 有 关 部 门 每 月 抽查 商场 的 两 个 
柜台 ,规定 :如 果 两 个 柜台 受到 投诉 之 和 超过 1, 则 给 商场 通报 批 
评 ; 若 一 年 中 有 两 个 月 受到 通报 批评 , 则 该 商场 党 挂牌 处 分 一 年 . 
求 该 商场 受 处 分 的 概率 . 

解 ” 以 A 记 商 场 某 月 受 通报 批评 事件 ,以 B. (一 0,1,2) 记 第 

一 个 柜台 受 i 次 投诉 的 事件 ,以 CC 记 第 二 个 柜台 变 ; 次 投诉 的 事 
件 , 则 
P(A)= P(B,C,+ B,C,+ B,C.) (由 加 法 公式 、 独 立 性 ) 
=P(B,)P(C.y+ P(B.)P (C,)+ P(B.)P (Co) 
一 0.1X0. 6 十 0.6X0.1 十 0.4X0.4 一 0. 28. 
AX 记 一 年 中 受 通 报批 评 次 数 , 则 

P(X2>3)=1—P(X=0)—P(X=1)—P X=2; 

=] —C?, X0. 28° X0. 727 —C}, X 0. 28X 0. 72" 
—C?, X 0. 28? X0. 72! 
一 0. 696. | 

例 11 一 批 产品 数量 很 大 ,其 次 品 率 为 0.05, 从 中 抽出 50 个 
进行 检验 , 行 次 品 数 超过 1 个 , 则 认为 这 批 产品 是 不 合 烙 的 . 求 这 
批 产 品 被 认为 是 合格 的 概率 . 

解 ” 由 于 产品 数量 很 大 ,可 把 一 次 抽 50 个 视 同 于 有 放 回 地 抽 
50 个, 当 作 50 重 伯 努 利 试验 . 因此 ,这 批 产 品 合格 ,相当 于 50 个 产 
品 中 次 品 不 超过 1 个. 由 p= 二 0.05,n 二 50, 得 

p=C% X 0. 05° X 0. 95° +C5o X0. 05X0. 95 一 0. 2794. 

例 12 某 厂 生产 了 一 批 产品 有 15000 件 ,其 中 次 品 150 件 . 现 
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从 产品 中 无 放 回 地 随机 抽取 100 £F, R 6 8 2 件 次 品 的 概率 . 
解 ”这 是 一 个 超 岂 何 分 布 的 概率 模型 ,N 王 15000，M 一 150，z 
一 100, 所 以 
P=C1isoCit850/ C150003 
显然 很 难 计算 . 因为 n 很 大 ,p= 二 0.01 很 小 ,可 用 二 项 分 布 近 仅 , 即 
pCioo X 0. 012 X 0. 99% 
仍然 不 易 计算 .但 n EK, A=xnp=1, War HFE rn r pl C F £ 
将 详细 讨论 ) ,得 | 
pœ] Xe /21， 

例 13 设 在 每 次 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 是 p. 进行 了 ”次 
独立 重复 试验 , 问 : 事 件 4 至 少 发 生 一 次 的 概率 是 多 少 ? 符 要 使 ” 
次 独立 重复 试验 中 4 至 少 发 生 一 次 的 概率 不 小 于 pon 应 取 多 
大 ? 

O AA (二 0,1,…) 记 事件 4A 出 现 的 次 数 , 则 4 发 生 一 次 
的 概率 可 用 二 项 概率 求 得 , 即 

pi=1—Cp AQ p= Apy. 
要 使 ppo EB] pArA 
1 一 让 之 (1 一 四 =n p annA p), 
所 以 n 之 lIn(1— A) /1n(1—¿2). 

例 14 在 ”次 独立 重复 试验 中 ,4 在 每 次 试验 中 发 生 的 概率 
为 0. 3. 进行 4 次 独立 重复 试验 , 若 4 一 次 不 发 生 , 则 B 也 不 发 生 ; 
车 4 发 生 一 次 , 则 B 发 生 的 概率 为 0. 6; 阁 A 发 生 两 次 或 两 次 以 上 ， 
则 B 一 定 发 生 . 求 事件 吾 发 生 的 概率 . | 

解 VA, A, 分 别 记 4 发 生 堆 次 和 一 次 的 事件 ,以 4 GA 发 
生 两 次 和 两 次 以 上 的 事件 , 则 A. A. A. 为 一 完备 事件 组 ,由 二 项 


。 概率 公式 


PCA) =C? XO0. 3°X0.7:=0. 2401, 
P(A, )=C}XxX0.3X0.7°=0. 4116, 
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P(A,)=1—P(Aj)=—P(A,)=0. 3483. 
x P(B|4)=0, P(B|A,)=0.6, P(B|A)=1, 
由 全 概率 公式 ,得 
P(B)=P(A)P(BIA)+PCANP BIA ) +P(A P(B] A) 
=0+0. 6X0. 4116+-1 X0. 3483 =0. 5953. 

例 15 设 某 车 间 有 10 台 同 类 型 的 设备 ,每 台 设 备 的 电动 机 功 
率 为 10 kW. 已 知 每 台 设 备 每 小 时 实际 开动 12 min, 它 们 的 使 用 是 
相互 独立 的 . 因 菜 种 原因 ,这 天 供电 部 门 只 能 给 车 间 提 供 50 kW 
的 电力 . 问 : 这 天 这 10 台 设 备 能 正常 运转 的 概率 是 多 少 ? 

解 ” 依 题 意 知 ,要 求 的 是 同时 开动 的 设备 不 超过 5 台 的 概率 . 

本 题 可 视 为 10 重 们 努 利 话 验 ,zz 一 1/5，, 改 

PI(X<5)=P1X=0)+P(X=1)+P(IX=2); 
十 P{X=3} 十 P(X=4} 十 P(X=5)} 


= ci 于 | |) 一 0. 994. 
例 16(Banach 火柴 盒 问题 ) 某 人 带 有 两 盒 火 柴 , 每 盒 有 )” 
根 . 每 次 使 用 时 , 任 取 一 盒 中 的 一 根 , 求 : 
(1) 发 现 一 盒 已 空 . 另 一 盒 恰 剩 > 根 的 概率 ; 
(2) 一 盒 取 出 最 后 一 根 时 另 一 盒 恰 剩 > 根 的 概率 . 
f 以 Bi,B;, 记 火柴 取 自 不 同 两 盒 的 事件 , 则 有 P(B;)= 
P(B,)=1/2. 
(1) &ml— & 2.5 — 6 | r 根 , 说 明 已 取 了 2n 一 r 次 . W 
2 次 取 自 有; ABZ), nr 次 取 自 B, 盒 , 第 22 一 r 十 1 次 拿 起 B. 
盒 ,发 现 已 空 . 
把 取 22 一 > 次 火柴 视 为 2n 一 r 重 伯 努 利 试验 ,把 取 自 B. = fE 
为 “成 功 ”, 则 所 求 概率 为 
入 一 2XC3 X A/D X (1—1/2)2> X 1/2 =C- / 2". 
式 中 2 RRB 5 B, ARATE HE A I E B, 盒 先 取 空 ),1/2 X 
映 最 后 一 次 取 Bi( 或 B;) 盒 的 概率 . 
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(2) 只 需 将 总 次 数 改 为 2n 一 rr 一 1 ,最 后 一 次 《( 即 第 2Nn—r 次 取 
B BOBDA EB 中 共 取 n 十 1 次 改 为 取 n 次 即 可 . 故 
Pr = Cmr 2T 


便士 人 赋 究 生 人 学 试题 分 本 


一 、 本 章 考试 要 求 ( 摘 自 研 究 生 人 学 考试 大 纲 , 下 同 ) 

1， 了 解 样 本 空间 (基本 事件 空间 ) 的 概念 ,理解 随机 事件 的 概 
念 ,掌握 事件 的 关系 与 运算 . 

2. 理解 概率 、 条 件 概 率 的 概念 ,掌握 概率 的 基本 性 质 , 会 计算 
古典 型 概率 和 几何 型 概率 ,掌握 概率 的 加 法 公式 、 减 法 公式 、 乘 法 
公式 、 全 概率 公式 以 及 贝 叶 斯 公式 . 

3. 理解 事件 独立 性 的 概念 ,掌握 用 事件 独立 性 进行 概率 计 
算 ;理解 独立 重复 试验 的 概念 ,掌握 计算 有 关 事 件 概率 的 方法 . 

二 、 本 章 重 点 内 容 

随机 事件 的 关系 与 运算 ,古典 型 概率 问题 ,几何 型 概率 问题 、 
条 件 概 率 问 题 , 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 的 应 用 、 独 立 性 与 但 努 利 
概 型 的 应 用 . 

(一 ) 随机 事件 的 概率 

1. 将 一 枚 硬币 独立 地 掷 两 次 ,引进 事件 :4 一人 ( 邱 第 一 次 出 现 
正面 },4;:=!( 抑 第 二 次 出 现 正 面 ),4:={ 正 反面 各 出 现 一 次 六 4， 
二 {正面 出 现 两 次 ), 则 事件 ( ). 


(A) A,., A,, A, 相互 独立 ; (B) A,, A, A, 相互 独立 ; 
(C) A1,A2, A; 两 两 独立 ; (D) 4,,4;, A, 两 两 独立 . 
(2003 年 三 ) 


解 ” 选 (C). (A)、(B) 显 然 不 成 立 ,(D) 也 不 成 立 . A, A, 相互 
独立 ,4,,4: 相互 狼 立 ,A,,A, 也 相互 独立 , 故 (C) 成 立 . 
2. 对 于 任意 二 事件 A4 和 B,( ). x 
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(A) 若 4B 天 好 , 则 4,8 一 定 独 立 ; 

(B) #AB= @ M| A,B 有 可 能 独立 ; 

(C) # AB Q Wj B.B 一 定 独 立 ; 

(D) #AB= Z ,W| A,B —E A hr. (2003 年 四 ) 

解 ” 选 (B). (C) 显 然 不 成 立 . 

例如 , 当 Asad kS A), H ADB BR, P (YrAB)= P(B)= 
P(B)P(Q)=P(APP(B),BIL A, B har IB 4 AQ BJ , P CAB) 
P(A)P(B), 即 4,B 不 独立 . 故 (A)、《D) 也 不 成 立 . 

3. 在 电炉 上 安装 了 4 个 温 控 器 ,其 显示 温度 的 误差 是 随机 的 . 
在 使 用 过 程 中 ,只 要 有 2 个 温 控 器 显示 的 温度 不 低 于 临界 温度 如， 
电炉 就 断 电 . DI E OR SF IF“ B F BW” i T a ST o ST o ST ow 
为 4 个 温 控 器 显示 的 按 递增 上 硕 序 排列 的 温度 值 , 则 事件 E 等 于 事 
件 《 ). | 

(A) {Tato}; (B) {Tw 之 to}; 

(C) (Ta >t); (D) {Toto}. (2000 年 三 、 四 ) 

解 ” 选 (C), 因 为 {Tw) 之 to} 等 价 于 有 2 个 温 控 器 显示 的 温度 
不 低 于 临界 温度 . 

4. 当 事件 4,B 同时 发 生 时 ,事件 C 必 发 生 , 则 ( ). 

(A) P(C)=P(AB):; 

(B) P(C)= P(A+ B); 

(C) P(C)2<<P(A)+ P(B)—1; 

(D) P(C)>P(A)+P(B)-.1. (1992 年 四 、 五 ) 

解 ” 选 (D). 因为 

PCAB)=P(A)+P(B)—P(A+B), 
BI P(AB)Z=P(A)+P(B)—1, 
所 以 P(C)>P(AB)>P(A) + P(B)—-1. 

5. 设 4 和 B 是 两 个 概率 不 为 零 的 不 相 容 事件 , 则 下 列 结 论 肯 
定 正确 的 是 ( ). 

(A) À 5 B RIAR; (B) A 与 B 相 容 ; 
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(C) P(AB)=P(A)P(B); (D) P(A—B)=P(A). 
(1991 年 四 、 五 ) 

解 ” 选 (D). (A) 和 (C) 显 然 不 成 立 . 当 A 十 B==0 且 A 与 B 互 
斥 时 ,4 与 请 也 互 斥 , 故 (B) 也 不 成 立 . 

6. 以 4 表示 “ 甲 种 产品 畅销 , 乙 种 产品 滞销 ”, 则 其 对 立 事 件 4 
为 ( ). 
(A) 甲 种 产品 清 销 , 乙 种 产品 畅销 ; 
(B) 甲乙 两 种 产品 均 和 畅销 ; 
(C) 甲 种 产品 畅销 ; 
(D) 甲 种 产品 滞销 或 乙 种 产品 畅销 . (1989 年 四 ) 
解 ” 选 (D). 设 B={ 甲 种 产品 畅销 },C={ 乙 种 产品 畅销 }, 则 

A=BC=B+C=B+C. 

7. 对 于 任意 两 事件 4 和 B, 有 P(A 一 B)==( ). 


(A) P(A)—P (B); (B) P(A2— P(B)+P(AB); 
(C) P(A)—P(AB); (D) P(A)+P(B)— P(AB). 
f (1987 年 五 ) 


解 ” 选 (C). 作 文 氏 图 即 可 得 知 . 
8. EHA, B 两 个 事件 满足 条 件 PC(4B)==P(AB), 且 P(A4)= 
pp;, 则 PC(B)= . (1994 #E—) 
解 因为 
P(AB)=P(AB)=P(AUB)=1—P(AUB) 
=1—[P(A)+P(B)—P(AB)] 
=1—P(A)—P(B)--P(AB), 
所 以 P(B)=1—P(A)=1— 2. 
9. 设 P(A)= P(B)= P(C)=1⁄4,P(AB)= P (BC) = 0, 
P(AC) =1/8, M A,B,C 三 事件 中 至 少 出 现 一 个 的 概率 为 
. (1992 年 五 ) 
解 ”因为 P(4B)=P(BC) 王 0, 所 以 P(4BC) 一 0. 于 是 
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)—P(AB) 
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一 P(BC) 一 P(4C) 十 P(C4BC) 
一 3/4 一 17/8 一 5/8， 

10. SIP (A)=P(B)= P(C)=1⁄4,P(AB)=0,P(AC)= 

P(BC)=1/6, WRA, BC 全 不 发 生 的 概率 为 
(1992 年 一 ) 

解 ” 因 为 P(A 十 BC)==1 一 PC(4) 一 P(B) 一 P(C)++P(AB) 

+PC(AC)+P(BC)=1—3/4-+1/3=5/12, FRL 
P(ABC)=1—5/12=7/12. 

Il. 将 C,C,E,E,I,N,S 等 7 个 字母 随机 地 排 成 一 排 ,那么 恰 
好 排 成 英文 单词 SCIENCE 的 概率 为 . (1992 年 四 、 五 ) 

解 2 一 PiPIPIPIPIPIPi/PI 一 4/7! =1/1260. 

12. 随机 地 向 半圆 0 二 y 过 Varr (a 为 正常 数 ) 内 掷 一 点 ， 
点 落 在 半圆 内 任何 区 域 的 概率 与 区 域 的 面积 成 正比 , 则 原点 和 该 
点 的 连 线 与 x 轴 的 夹 角 小 于 x/4 的 概率 
为 (1991 年 一 ) 

解 usia 图 1. 15 中 


半圆 面积 为 十 三 xa’, 天 影 部 分 面积 为 工 a? 十 
a?, 故 所 求 概率 为 
x os) 


T( 
etae) z4 
， 设 随机 事件 4,B 及 其 和 事件 AUB 的 概率 分 别 为 0. 4, 
0. ,和 0 6. Æ B 表示 B 的 对 立 事 件 ,那么 积 事件 4B 的 概率 P(A4B) 
(1990 年 一 ) 

解 HYPCA+B)=P(4)+P(B)—P(AB), 所 以 
P(AB)=0.4+0.3—0.6=0.1, 
P(AB)=P(A)—P(AB)=0.4—0.1=0.3. j 
14. 若 在 区 间 (0,1) 内 任 取 两 个 数 , 则 事件 { 两 数 之 和 小 于 
6/5} 的 概率 为 . (1988 年 一 ) 
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图 1. 15 


解 ” 用 几何 型 概率 求解 ( 见 图 1. 16). 所 求 概 率 为 


jo l. 4. A 8_17 
p=1X 1—Sanscp= 1 > XEXs=1 55 一 76， 


15. 3 P(A)=0. 4,PCA+B)=0. 7. 
(1) # A,B HEARR, WM P (B) = 
; (2) # A, B 相 容 ; 则 P (B) = 
. (1988 年 四 ) 
解 (1) 若 P(4B) 一 0, 则 由 
' P(A+B)=P(A)+P(B), 
得 P(B)=0.3. 
图 1. 16 (2) 若 P(4B) 天 0, 则 当 4, 有 B 独立 时 ， 
A P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A)P(B), PTA P(B)=0.5. 
16. 考虑 一 元 二 次 方程 x? 十 Bz 十 C=0, 其 中 B,C 分 别 为 将 一 
枚 盟 子 接连 掷 两 次 先后 出 现 的 点 数 , 求 该 方程 有 实 根 的 概率 p A 
有 重 根 的 概率 9g. (1996 年 四 ) 
解 ” 组 成 (8,C) 的 事件 有 (1,1),…,(6,6) 等 36 个 ,要 使 方程 
有 实 根 ,应 有 B’ 一 4C 衬 0; 要 使 方程 有 重 根 ,应 有 B* 二 4C. 列 表 分 析 
如 表 1.1 所 示 , 故 


表 1.1 


17. 设 A,B 为 两 个 事件 , 且 P(A4)=0.7,P(A4 一 B)==0.3, 求 
P(AB). (1991 年 ) 
解 ”因为 
P(AB)=P(A)— P(A—B)=0.7—0.3=0.4, 
所 以 P(AB)=1— P(AB)=0. 6. 
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18. 从 0,1,2,…,9 等 10 个 数字 中 任意 选 出 3 个 不 同 的 数字 ， 
试 求 下 列 事 件 的 概率 : 

4i 一 (3 个 数字 中 不 含 0 和 5}; 

4: 二 {3 个 数字 中 不 含 0 或 51. (1990 年 四 、 五 ) 

解 ” 任 选 3 个 不 同 元 素 的 组 合 有 Cio 种 ,不 含 0 和 5 的 组 合 有 Cs 
种 ,不 会 0 或 5 的 组 合 有 2C3 一 Cs 种 , 故 

P(A1)=Cs/Cio=7/15, 
PCA) = (2C3—C3)/Ci=14/15. 
19. EFF A,B,C W E A+C=B+C,l]: A= B EREA? 
(1988 年 四 ) 

解 ” 不 一 定 . 如 A={1,2,3,4,5} B= (1,2,3),C=(4,5), j 
A 二 B= 二 B+ 十 C, 但 A 关 B. 

20. 对 于 任意 两 事件 4 和 B, 与 4UB=B 不 等 价 的 是 ( ). 

(A) ACB; (B) BCA; 

(C) AB= Ø; (D) AB= Ø. (2001 年 四 ) 

解 ” 选 (D). INJ AU B= B,Bil ACR, M BCA, AB= Ø, A 
不 等 价 的 是 (D)、 

(二 ) 条 件 概率 与 事件 的 独立 性 

1. WA,B MEHE, 0< P(A)<1,P(B)>0,P(B| A) 
一 已 (有 14), 则 必 有 ( ). 

(A) P(A|B)=P(A|B); (B) P(A|B)ÆP(A|B); 

(C) PCAB)=P(A)P(B); (D) PCAB)ÆP(A)P(B). 

(1998 年 一 ) 
解 ” 选 (C). 因 为 P(BIL4)=P(BI4), 所 以 
P(AB)/P(A) = P(AB)/P (A), 


P(AB)_ P( AB) _ P(B)—P(AB) 
P(A) P(A)  1—P(A) ’ 
P(AB)—P(AB)P(A)=P(A)P(B)—P{(A)P(AB), 


因此 P(AB)=P(A)P(B). 


Bp 
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2. L M O0<P(B)<1,B PTICA 二 4) |B]=P(A,,l B) + 

P(A;|1B), 则 下 列 选项 成 立 的 是 ( ) : 

(A) PCA, +A) |ËB]=P(A,|B)+P(A,IB); 
(B) P(rA,.B+A,B)= P(A,B)+P(A;B); 
(C) P(A.+-A,)=P(<A.|B)+P(A,IB); 
(D) P(B)= P( A )P(B|A ) +P(A )P(B|A:). (1996 年 四 ) 
解 ” 选 (B). 因为 
P[(A,+A,)|B]=P[(A,+A,)BJ/P (B), 

X P(A,|B)+P(A,|B)=P(A,B)/P(B)+P(A,B)/P (B) 
=[P(A,B)+ P(A;B) ]/P (B) 
=P[(A, +A) B]/P(B), 

所 以 PL CA, + A,|B]=P(A,|B)+ P(A,|B)5 BF fit. 

3. 设 4,B 为 任意 两 事件 ,上 且 4C5,P(B)>0, 则 下 列 选 项 必 


然 成 立 的 是 ( — ). 
(A) P(4)<P(41B) (B) PC4) 和 PC41B): 
(C) P(A)>P(A|IB); (D) P(A)>P(A|B). 


(1996 年 五 ) 

解 ” 选 (B). 当 B 关 0 时 ,PC(4) 二 P(A41B); 当 B= 时 ,P(A4) 
=P(A|B). | 

4. 设 A,B,C 三 个 事件 两 两 独立 , 则 4A,B,C HEI sr B) 3 


条 件 是 ( ). 
(A) A 5 BC 独立 ; (B) AB 与 4UC 独立 ; 
(C) AB 5 AC 独立 ; (D) AUB 5AUC 独立 . 


(2000 年 四 ) 
解 ” 选 (A). 若 A,B,C 相互 独立 , 则 
P(ABC)=P(AYP(B)P(C)=P(A)LP(B)P(C)) 
=P(A)P (BC), 
BBA 与 BC 独立 .又 车 4 与 BC 独立 , 则 
P(ABC)=P(A)P(BC)=P(A)P(B)P (C). 
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5. 0<P0A)<1,0<P(B)<1,P(AlJB)+ P(ÀIB)= 1, 
( ). 
(A) 事件 4 和 B 互 不 相 容 ; (B) 事件 4 和 B 相互 对 立 ; 
(C) 事件 4 和 B 互 不 独立 ; (D) 事件 4 和 B 相互 独立 . 
(1994 年 五 ) 
解 x (D). AXE A, B 相互 独立 , 则 
P(AIB)=P(A), P(A|B)=P(A), 
所 以 P(A|JB)+P(0(Al]B)=P(A)+P(ÀA)=1. 
6. 设 两 两 独立 的 三 事件 4,B,C 满足 条 件 ABC= 二 名 ,P(A4)= 
P (B)= P(C)<1/2, RE M PCAUBUC)=9/16,J P (CA) = 
. (1999 年 一 ) 
解 P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB)— 
P(AC) — P(BC)+ P(rABC)=3P(A)—3[P(A)]: ++ 0=03/16. # 
此 关于 PCA) 的 方程 ,得 P(A)= 二 1/4 (3⁄4 会 去 ). 
7. 实习 生 用 一 台 机 器 接连 制造 三 个 同 种 零件 ,第 i (i 二 1,2， 
3) 个 零件 的 不 合格 率 p =1/G +). 以 了 表示 三 个 零件 中 合格 品 
的 个 数 , 则 P{X=2})= . (1996 年 五 ) 
E 因为 (X=2) 表 示 三 个 零件 中 有 两 个 合格 的 事件 ,由 
{ 不 合格 ,合格 ,合格 }、{( 合 格 ,不 合格 ,合格 } 《合格 ,合格 ,不 合格 ) 
三 个 事件 组 成 , 且 各 零件 的 合格 与 否 显然 相互 独立 ,所 以 
1 1 l 


te | ee a ee 74] 


+|1 一 去 | 1 一 可 | <l 11 


8. 设 10 件 产品 中 有 4 件 不 合格 品 , 从 中 任 取 两 件 , 已 知 所 取 
两 件 产品 中 有 一 件 是 不 合格 品 , 则 另 一 件 也 是 不 合格 品 的 概率 p 
是 . (1993 年 五 ) 

解 ” 设 4; 为 第 ;: 件 产品 为 不 合格 品 事 件 , 则 两 件 产品 中 有 一 
件 不 合格 的 概率 为 
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P(A, A) +P(A, A) +P(A A) 
=4/10X3/9+4/10X6/9+-6/10X4/9=2/3, 
故 p= (4/10X 3/9)/(2/3)=1/5. 
9. 设 两 个 相互 独立 的 事件 4 和 B 都 不 发 生 的 概率 为 1/9,A 
发 生 B 不 发 生 的 概率 与 B 发 生 A 不 发 生 的 概率 相等 , 则 P(A)= 


. (2000 年 一 ) 
解 因为 P(4 万 ) 王 P(4B) , 即 
P(A)—P(AB)=P(B)—P(AB), 
F UJ P(A)=P(B). 
而 P(AB)=P(A)P(B)=[1—P(A)][1—P(B)] 
=[1—P (A) È, 


BH[1— P(A) P=1/9,441—P(A)=1/3,P(A)=2/3. 

10， 设 工厂 A 和 工厂 B 的 产品 的 次 品 率 分 别 为 1% 和 2%, 现 
从 由 A 和 B 的 产品 分 别 占 60% 和 40% 的 产品 中 随机 抽取 一 件 , 发 
现 是 次 品 , 旭 该 次 品 属 工 厂 A 生产 的 概率 是 . 

(1996 年 一 ) 

E 记 4=!( 工 厂 A 的 产品 },B 二 {工厂 B 的 产品 ) ,已 知已 (4) 
=0.6,P(B)=0.4,A,B 构成 完备 事件 组 ,P( 次 |A)=0.01， 
P( 次 |B)==0.02, 则 由 全 概率 公式 ,有 

POK) =P(A)P(K JA) + P(B)P (K |B) 
=0. 6 X 0. 01 + 0.4 X 0. 02 = 0. 014. 
故 所 求 概 率 由 册 叶 斯 公式 得 
P(41I 次 )=P(C4)P( 次 14)VP( 次 ) 一 3/7， 

11. 袋 中 有 50: 个 乒乓 球 , 其 中 20 个 是 黄 球 ,30 个 是 日 球 , 今 有 
两 人 依次 随机 地 从 人 锥 中 各 取 一 球 , 取 后 不 放 回 , 则 第 二 个 人 取得 黄 
球 的 概率 为 . (1997 年 一 ) 

a ”第 二 个 人 取得 黄 球 概率 为 

P( 黄 | 二) 二 PC( 黄 {一 )P( 黄 | 黄 ) 十 P( 白 | 一 )P( 黄 | 白 ) 

=20/50X19/49 十 30/50X 20/49=2/5. 
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12. 假设 一 批 产品 中 一 ,二 ,三 等 品 分 别 占 60%,30%,10%， 

从 中 随意 取出 一 件 ,结果 不 是 三 等 品 , 则 取 到 的 是 一 等 品 的 概率 为 

. (1994 年 五 ) 

解 WA G=1,2,3) 记 一 二、 三 等 品 事件 , 则 P CA.) + 
P(4:) 一 0. 9, 所 求 概率 为 

p=P(A,)/LP (A, +4:)]=0. 6/0. 9=2/3. 

13. 设 在 三 次 独立 试验 中 事件 A 出 现 的 概率 相等 ,#r EL RI A 

至 少 出 现 一 次 的 概率 等 于 19/27, 则 A4 在 一 次 试验 中 出 现 的 概率 为 

(1988 年 一 ) 


解 ” 因 为 Ptk 宇 1}= 二 19/27,n= 二 3, 所 以 由 
PIk>1)=1—P(k=0)=1—(1—19/27): 
可 得 p=1— Z1—19/27=1—2/3=1/3. 
14. 设 有 来 自 三 个 地 区 的 、 分 别 为 10 名 、15 名 和 25 名 考生 的 
报名 表 , 其 中 女生 的 报名 表 分 别 为 3 份 .? 份 和 5 份 .随机 地 取 一 个 
地 区 的 报名 表 , 从 中 先后 抽出 两 份 . 
(1) 求 先 抽 到 的 一 份 是 女生 表 的 概率 ; 
(2) 已 知 后 抽 到 的 一 份 是 男生 表 , 求 先 抽 到 的 一 份 是 文生 表 
的 概率 . (1998 F=) 
解 UAB G=1,2,3) 记 第 ;个 地 区 考生 表 的 事件 ,以 4 G= 
1,2) 记 第 7 次 取 到 男生 表 的 事件 , 则 Bi,B;,B; 为 一 完备 事件 组 , 且 
P(B.)=1/3 G=1,2,3), P(A,|B,)=7/10, 
P(A |B:)=8/15, P(A,|B,;)=— 20/25. 


3 
(1) P(A)= >,P(B)PCA |B) 
i=] 


二 1/3X (3/10+7/15+5/25)=29/90. 

(2) 9 P(A.|B,)=7/10,P(A,|B,)=8/15, P (A, | B,)= 
20/25,P CA, A; | B1) =7/30, P CA A, | B2) =8/30, P (A,A, | B,) = 
5/30, FF LI 
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1S. 一 射手 对 同一 目标 独立 地 进行 4 次 射击 , 若 至 少 击 中 一 次 
的 概率 为 80/81 , 则 该 射手 的 命中 率 是 多 少 ? (1990 年 四 ) 
E ”因为 一 次 也 没 击 中 的 概率 为 
(1 一 站) 一 1 一 80/81 一 1/81， 
所 以 p=1— Z1/81=1—1/3=2/3. 
16. 玻璃 杯 成 箱 出 售 ,每 箱 20 只 . 假设 各 箱 含 0,1,2 RRR 
的 概率 分 别 为 0.8,0.1,0. 1., 一 顾客 欲 购 一 箱 玻 璃 杯 , 在 购买 时 , 售 
货 员 随 意 取 一 箱 ,顾客 开 箱 随 机 地 察看 4 只 ,车 无 残 次 品 , 则 买 下 
该 箱 玻 璃 杯 ; 和 否则 退回 . 试 求 : 
(1) 顾客 买 下 该 箱 的 概率 a; 
(2) 在 顾客 买 下 的 一 箱 中 ,确实 设 有 残 次 品 的 概率 p. 
(1988 H.F) 
解 ”以 4 (i= 二 0,1,2) 记 一 箱 中 有 i 只 残 次 品 事件 ,以 B 记 顾 
客 买 下 该 箱 的 事件 , 则 
P(Ao)=0.8, P(A)D=P(A,)=0.1, P(B|A) =l, 
P(BIA)=Ct /Ch=4/5, P(B|A,)=Ci,/Ch=12/19. 


P(A =D PDPB =} + 

=] 

P(ĀA:) = X P(B)P (AA, B= 
i=} 


P(A, AD=PA A/P A=] 


2 
于 是 a =P(B)= > ,P(A)P(BIA,) 


=0.8X1+4/5X0.1+12/19>X 0. 1=z0. 943. 
B =P(B| Ao) =P(AB)/P(B)=P(A )P(B|A)/P(B) 
=0. 8X 1/0. 943=0. 848. 
17. 有 两 个 箱子 ,第 一 个 箱子 里 有 3 个 白 球 ,2 个 红 球 ;第 二 个 
箱子 里 有 4 个 白 球 ,4 RAER. 现 从 第 一 个 箱子 里 随机 地 取 一 个 球 
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放 到 第 二 个 箱子 里 ,再 从 第 二 个 箱子 里 取出 一 个 球 ,此 球 是 白 球 的 
概率 是 .已 知 从 上 述 第 二 个 箱子 里 取出 的 球 是 白 球 , 则 从 
第 一 个 箱子 里 取出 的 球 是 白 球 的 概率 是 . (1987 年 一 ) 

解 BA (i 二 1,2) 记 从 第 i 个 箱子 里 取 到 日 球 的 事件 , 则 

P(A )=3/5, P(A,|A1)=5/9, P(A,|A,)=4/9. 
由 全 概率 公式 ,有 

P(A) =P(ADP(A, lA D +P(A DPA, |A) 
=3/5X5/9+2/5 X 4/9=23/45, 
故 P(A,|A,)=P(A,A,)/P(A,)= (3/5X5/9)/(23/45) 
= 15/23. 

18. 一 批 产 品 共 有 10 个 正品 和 2 个 次 品 , 任 意 抽 到 两 次 ,每 次 
抽 一 个 ,抽出 后 不 再 放 回 , 则 第 二 次 抽出 的 是 次 品 的 概率 为 
(1993 年 一 ) 


解 BA (1 二 1,2) 记 第 i 次 取得 次 品 的 事件 , 则 
P(A,)=P(A)P(A,|A)+P(A YP CA: |A) 
~2/12X1/11+10/12X2/11=22/132= 1/6. 

19. 电源 电压 在 不 超过 200 V .200~240 V 和 超过 240 V 三 种 
情况 下 ,元件 损坏 的 概率 分 别 为 0.1,0. 001 和 0. 2. 设 电源 电压 服 
MESS i, X~N(220,25°),3ÑŘ: 

(1) 元 件 损坏 的 概率 a; 

(2) 元 件 损 坏 时 ,电压 在 200~240 V 间 的 概率 6. 


解 PIX<200}—P [$520 — 6( 一 0. 8) 


=1—@(0.8)=0. 2118, 


= „ {200—220 .X—220 .240—220 
P{200<X<240) =P | 人 二 < < 


=2@(0.8)—1=0. 5763, 
P(X>240)=1—P (X< 240)=1—%@(0.8)=0. 2119. 
由 全 概率 公式 知 , 元 件 损坏 的 概率 为 
a 一 0.1X0.2118 十 0. 001X0.5763 十 0.2X0.2119 
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=0. 0641. 
由 册 叶 斯 公式 知 ,元 件 损坏 时 ,电压 在 200 一 240 V 的 概率 为 
8=0.5763X 0. 001/0. 0641=0. 0090. 
20. IA, B 是 任意 两 事件 ,其 中 4 的 概率 不 等 于 0 ll 1 , uE BH 
P(BIl4)=PCBI4) 是 事件 4 MB 独立 的 充分 必要 条 件 . 
(2002 年 四 ) 
证 ”由 于 4 的 概率 不 等 于 0 和 1, 故 题 中 两 个 条 件 概率 都 存在 . 
(1) 必要 性 ”由 事件 4 与 互 独立 ,知事 件 4 与 巨 也 独立 ,因此 
P(BlA)=P(B), P(B|A)=P(B), 
从 而 P(BIA)=P(B|A). 
(2) 充分 性 由 PCBI4)=P(CB14) 可 见 
P(AB) P(AB) P(B)—P(AB) 


P(A) PŒ) 1—P(A) ” 
故 P(AB)[1—P(A)]=P(A)P(B)—P(A)P(AB), 
BI P(AB)= P(A)P (B). 
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第 二 章 ”随机 变量 及 其 概率 分 布 


第 一 万” 随机 变量 及 其 分 布 函数 


主要 内 容 


1. 随机 变量 

设 避 是 随机 试验 匹 的 样本 空间 ,看 对 每 一 个 样本 点 wE22, 有 
一 个 实数 和 (ao) 与 之 对 应 ,这 样 得 到 的 一 个 定义 在 样本 空间 上 的 实 
值 单 值 肾 数 卫 二 天 (w), 称 为 一 个 随机 变量 六 . 

2. 分 布 顺 数 

设 了 为 一 个 随机 变量 ,x FE t S£ SE SX, MH PK 8 3 F (<) = 
P (X< <=) X BJ Y fi R 3 B FR A 2 RHB 2 R R. 

3. 分 布 函数 的 性 质 

(1) FGz)EE— 4 A PR X , PB zz; M F (zi) << F (z+); 

(2) 0<F(z)<1, B lim FG)=0, lim F(z)=1; 


(3) Fir) A, B] F(z>z+ 0)= F (xz). 


疑难 解析 


1. 随机 变量 与 普通 函数 有 何 区 别 ? 引入 随机 变量 有 何 意义 ? 

答 ”随机 变量 是 一 个 单 值 实 值 函 数 . 它 是 对 随机 试验 E 的 样 

本 空间 0 的 每 一 样本 点 wEQ, 定 义 一 个 实数 而 得 到 的 一 个 函数 . 

它 与 普通 函数 的 区 别 是 ; (1) 定 义 域 是 样本 空间 ,不 是 实 轴 上 的 区 
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间 ;(2) 随 机 变量 X 的 值 在 试验 前 是 不 确定 的 , 按 统计 规律 性 给 出 
取 值 的 概率 ,因而 具有 随机 性 ,而 普通 函数 的 取 值 是 由 对 应 法 则 / 
确定 的 . 

引信 随机 变量 是 为 了 研究 随机 现象 的 统计 规律 性 . 我 们 将 形 
形 色色 的 样本 空间 和 样本 点 统一 化 .数量 化 ,使 之 与 实 轴 上 的 一 个 
集合 或 者 点 对 应 起 来 ,就 可 以 用 微 积分 的 理论 与 方法 对 随机 试验 
与 随机 事件 的 概率 进行 数学 推理 与 计算 ,从 而 完成 对 随机 试验 结 
果 的 规律 性 的 研究 . 因而 ,随机 变量 的 引 人 具 有 重要 的 意义 . 

2. 随机 变量 的 分 布 淆 数 有 什么 意义 ? 

答 ”分布 函数 F(z) 二 P{X 志 Xx} 反映 了 随机 变量 XX 的 取信 不 
大 于 实数 z 的 概率 , 故 又 称 累 积 概率 函数 .X 在 实 轴 任 意 区 间 
(Xx) ,T2] 上 的 概率 也 可 以 用 F(x) 来 表示 , BIP {r < X< z,) =F Cr) 
一 F(Cz). 因 此 ,掌握 了 随机 变量 和 的 分 布 函数 ,就 了 解 了 随机 变 
量 X 在 (一 co, 十 co) 上 的 概率 分 布 .可 以 说 ,分 布 项 数 完 整地 摘 述 
了 随机 变量 的 统计 规律 性 . 

分 布 函 数 与 随机 变量 不 同 , 它 是 一 个 普通 函数 ,有 定义 域 
(一 00, 十 oo0), 有 对 应 法 则 (zx) 二 P{X 声 7) ,因此 ,非常 便于 用 微 积 
分 的 理论 与 方法 进行 研究 、 分 析 与 计算 . 概率 论 与 数理 统计 就 是 借助 
随机 变量 与 分 布 函数 来 全 面 人 研究 与 认识 随机 现象 的 统计 规律 性 的 . 

3， 分 布 函 数 的 左右 连续 定义 有 什么 区 别 ? 

< “分布 函数 有 两 种 定义 方法 . 目前 ,俄罗斯 等 东欧 国家 使 用 
的 是 左 连续 定义 ,其 它 许多 国家 使 用 的 是 右 连续 定义 . 两 者 的 区 别 
在 于 : 左 连续 定义 定义 FGz) 王 PP(X<z) ,而 右 连续 定义 定义 严 (z) 
一 PIX<>x) .这 就 决定 了 在 计算 下 (z) 或 P(zi<X<z ) BF , W£ PA, X 
= x, EË X = x, 的 概率 是 否 计算 在 内 . 当 X 为 离散 型 随机 变量 时 ， 
已 (X 一 zx 或 已 (X 一 zx) 可 能 不 为 零 , 因 此 左 连续 和 右 连 续 的 分 布 
苹 数 或 概率 可 能 不 同 . 对 此 ,读者 要 予以 充分 注意 ,以 免 出 错 . 4 X 
为 连续 型 随机 变量 时 ,因为 一 点 上 的 概率 为 零 , 所 以 左 连续 定义 杜 
右 连续 定义 是 一 样 的 . 
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4. 不 同 的 随机 变量 ,它们 的 分 布 函 数 是 否 一 定 不 同 ? 
So 否 , 可 能 相同 .例如 , 挪 一 枚 均匀 的 硬币 ,可 以 令 
-| 1, EKME, -| 1, REHE, 
X= X: = 
—1, REHE, —1, 正面 朝 上 . 
显然 ,X 5 X, 是 两 个 不 同 的 随机 变量 ,因为 它们 有 不 同 的 对 应 法 
则 ,但 它们 的 分 布 函数 相同 , 即 
0, < 一 上， 
re —1=<zr<1, 
1. r=]. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


在 验证 某 一 函数 是 否 可 以 作为 分 布 图 数 时 ,一 定 和 要 从 定义 
F(z) = P (X< z H Z , > 5 Pi “10 PR 28 JE: DRA ZY t pR 2 BJ) PE 
质 , 确 定 是 否 为 分 布 函数 . 同时 , 求 随机 变量 XX BJ) 2r s ER RUE Z J, 
定义 下 (z) 一 已 (X 和 xz) 出 发 , 自 左 至 右 考 察 ( 一 c2 ,十 cc) 上 的 每 一 
Ar. 当下 (z) 是 分 段 范 数 时 ,必须 清楚 表明 下 Cz) 的 不 同 定义 域 段 
和 不 同 解析 式 , 牢 记分 布 函数 是 累积 概率 这 一 特性 . 

例 1 分 析 下 列 函 数 中 哪个 是 跑 机 变量 X 的 分 布 函数 . 


Ü, r<=——š2, 
(1) por — 2r <0, 
2s rQ; 


0, I0, 
(2) perl OSLAT, 


1; LR; 
0, IÔ, 
(3) posteri 0 和 < 17/2， 
l, 7 之 1/2. 


E d) 不 是 分 布 图 数 , 因为 lim F G) = 2, A650<F(z)<1. 
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(2) REN T AR, AA FC) = sinr 在 (x/2,7) 是 单调 减少 
RS , An AE A 9 PA RA. 

(3) 是 分 布 函数 ,符合 分 布 函数 三 条 性 质 . 但 FCz) 在 z 一 0 与 x+ 
一 172 处 不 可 导 , 且 由 此 得 出 | F (z)dr== F (z). 由 下 节 知 ,不 存 
在 概率 密度 函数 ,同时 F(z) 图 形 也 不 是 阶 跃 曲线 ,所 以 F(zr) 既 非 


连续 型 也 非 离散 型 随机 变量 的 分 布 项 数 ， 
例 2 设 X 的 分 布 函数 为 
b, r<— l, 
a, —1 < x<]. 
F Cz)= 


2/3—a, 1<<x<2, 
a+b, 工 之 2， 
H P(X=2}=1/2, Ka, b 和 和 的 概率 分 布 . 
解 ” 由 题 设 知 a 十 bp 二 1,2/3 一 4 二 1/2, 故 a 二 1/6,6 二 5/6. 于 是 
P{X=—1}=1/6, P{X=1}=1/3, P{X=2}=1/2. 
例 3 E ÉA bR MHR, E A DAAA KE H, = 
(一 co;0], 忆 ,=(0,1], 妃 ;一 (1 ,十 so] 的 概率 分 别 为 0.2,0.5,0. 3, 
RILATO IJLE. EENAA KEH H H 分 别 
得 0,x,1 D A X Wwa R X W aA R R. 
解 UH CB SL S w A P lB] H, 的 事件 , 则 
P(H.)=0.2, P(H,)=0.5, P(H,)=0.3, 


于 是 PIXE 
1, 工 之 0， 
0， T0, 
picela 0<=xr<1, 
1. zl, 
0, ><<1， 
PAX<zIH = r>1. 


由 全 概率 公式 
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3 
F (z) = P X <. x; = D> P(H5PI(X S x| H;}, 


0, 一 上 CO 之 TT 之 0， 
得 ret 5r, 0 三 XT 之 1， 
l, ] z< 十 cc. 

例 4 设 随机 变量 和 的 分 布 函 数 如 下 : 

F€ j= 1/ G +r’), T D 9 
o @ ， > @ ` . 
5E FG, Q), GN. 

E “分布 函数 一 定 有 lim F(z) 一 1, 故 加 项 填 1; 又 ,F(z) 是 
连续 函数 ,显然 有 lim -二 二 一 1, 故 项 填 0, 从 而 @ 项 亦 填 0. 即 
1/0 +r’), r0, 

L, T0. 

例 $ BENEH X H RROA 

F(x)=A+ Barctanr (—cee< x< --e°o), 
K.da) A 与 B; (2) P4[|X I <15;. 
解 (1) 由 lim F@)=0, lim F(x) 二 1 ,得 
lim (A+ Barctanr) = A—xrB/2=0, 
lim (A+ Barctanr)=A+rB/2=1. 
解 得 4 一 17/2， B=1/x. 
(2) P(|z“|<1:=Pí(—1<x<1)=F(0(1)—F(—1) 
1,1 z) [l 1 m)l. 1 
=| 3+ E x ` 4 2 

例 6 B— MW 3EJAJPJ SQ f, U X—; 记 出 现 的 点 数 为 偶数 的 次 
£V K X BJ AF41 PS X. 

解 X 的 取 值 i 只 有 0,1 两 个 值 . 以 w WRTH; G=1,2, 
6) 点 的 事件 ,Plw,)= 二 1/6, 所 以 

P{X=0}=P {w Uw Uws} =1/2, 


Fa)=| 
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P X=1)=Pioe,U o, U o, 一 172， 


0 Z< 0， 
故 re ES E 
1, r]. 
例 7 一 均匀 陛 螺 ,在 其 圆周 的 半 圈 上 均 久 地 刻 上 区 间 Lo,1 1 
上 的 数字 , 另 半 图 表示 数字 1. 旋转 这 陀螺 , 求 陀螺 停 下 时 其 圆周 上 
触及 果 面 的 点 的 刻度 X 的 分 布 国 数 . 
E 以 已 ;表示 点 落 在 表示 1 的 半 圈 的 事件 , 鼠 , 表示 点 在 田 
半 圈 的 事件 , 则 
P(H i)=P¿(HFI,)=1/2, 


PIXKA H) = T21, 
0， 其 它 ， 
0, Z<<0， 
ro 0 过 < 1， 
l; ZX 之 1. 
由 全 概率 公式 , 知 
, 0, 7<. 0， 
FGr)=P(X<xz)= 1P(H)DPI(X<=|[H.) -| 0 委 Z<1， 
5 l; zl. 
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第 二 节 离散 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 


主要 内 容 


1. 离散 型 随机 变量 
(1) 如 果 随 机 变量 X 的 取 值 是 有 限 个 或 可 列 无 限 多 个 , 则 称 
e 66 ° 


X 为 离散 型 随机 变量 . 
(2) Æ X KETA n RERE +, 的 概率 
PiX =x; =P,» k=], 2,"", 


EREA > ) 记 一 1, 则 称 上 式 为 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 ， 


或 称 之 为 概率 分 布 、 概 率 函 数 . 当 用 表格 形式 给 出 时 ,也 可 称 之 为 
分 布 列 . 
(3) HARANE EE, A PiX =)= pN 


F(x)= > pr 


RS 


此 时 ,F(z) 为 一 阶 跃 曲线 ,在 每 一 zx: 有 一 跃 度 . 

2. 一 些 常 用 的 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 

(1) 0-1 分 布 (二 点 分 布 ) 随机 变量 X 只 取 0 和 1 两 个 值 ,其 
分 布 律 是 

P{X=k}=p(1—p)! 1, k=0,1 (0<p<1). 

只 有 两 个 结果 的 随机 试验 可 以 定义 为 0-1 分 布 . 也 可 以 把 只 
有 两 类 结果 的 随机 试验 定义 为 0-1 分 布 . 

(2) 二 项 分 布 “ 若 随机 变量 X 的 可 取 值 为 二 0,1,…,n, 其 分 
布 律 是 

P{X=k =p adp) (0<p<1), 

EAX ~Ba, p) RX IRA 3 np 的 二 项 分 布 . 

二 项 分 布 是 n 重 伯 努 利 试 验 中 事件 4 恰好 发 生 & 次 的 概率 的 
分 布 . 

(3 ) 注 松 分 布 告 随机 变量 X 的 可 取 值 为 k=],2, n... 
其 分 布 律 是 


Ë 
PIX=k)= e ' (20, F 38), 


THX ~r (sk pA). £ X 服从 参数 为 和 的 泪 松 分 布 . 
泊 松 分 布 又 称 为 空间 散布 点 子 的 几何 模型 . 当 事 件 “ 流 ”满足 
平稳 性 、 无 后 效 性 、 普 通 性 时 ,事件 的 概率 服从 泊 松 分 布 . 
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(4) 几何 分 布 “看 随机 变量 X 的 可 取 值 为 &==1,2,…,n，,…， 
其 分 布 律 是 
P{X=k}=p0— p) (0<p<1), 
IJ X—G(0),#Kz X RAER p 的 几何 分 布 . 
(5) EJLA rf AMENER X 的 可 取 值 为 & 一 0，1，…，!/ 
(二 min {M,N}), 其 分 布 律 是 
CuCu u 
PAX=R = C > 
IN X—-— HOQ, M,N), RRX RAZR An, M,N 的 超 几何 分 布 . 


SË ME BR H 


1. 试 描述 二 项 分 布 的 性 态 . 
答 二 项 分 布 X~ BC,zp) 的 概率 已 (人 一 A)} 随 腹 & 的 增 大 而 增 
大 ,在 达到 最 大 值 后 ,又 随 着 的 增 大 而 变 小 . 这 是 因为 


P{X=k+1}_ (n—k)p 
P{X =k} (&R 十 1)(1 一 户 ) 


故 由 (x 一 &8)p 一 (十 1) (一 pp) 二 十 1)p 一 1 一 有 知 : 当 x 十 1)p 为 
整数 上 且 当 &=(2 十 1)p 一 1 或 &= (十 1)p R, PI IX=—= k) R 5 8 
值 ; 当 (xn 十 1)p 不 是 整数 且 当 k= 二 [Gx 十 1)p]( 取 整 ) 时 ,P{X=k} 取 
得 最 大 值 . x 

H n<p/A— p), P(X =k AWA, P AX =n) A Aí; 
当 n 过 (1 一 p)/p 时 ,P(X 二 =) 单调 减少 ,P{X==0) 为 最 大 值 . 

X p=0.5 时 ,二 项 分 布 是 对 称 的 ; 当 p 关 0.5 时 ,二 项 分 布 是 
不 对 称 的 , 且 ) 越 大 ,不 对 称 性 越 不 明显 . 

2. 试 描 述 泊 松 分 布 的 性 态 . 

答 ” 泊 松 分 布 X~x(4) 的 概率 P(X=k&} 先 随 着 的 增 大 而 增 
大 ,达到 最 大 值 后 ,又 随 着 上 的 增 大 而 减 小 . 这 是 因为 

P{X=k} Ne (km—1)! à 


P{X=k—1) A lep kk. 
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4 k—<A HF, A PIX=k)>P(X=k—1). 故 当 1 为 整数 时 ,有 一 1 或 ， 
一 ],PiX 一 &} 为 最 大 值 ; 当 人 4 不 是 整数 时 ,k= 二 [Xj]( 取 整 )， 
PiX=k NRK. 

4 A<1 BF, P{ X= EARL P X= FE iB. 

油 松 分 布 是 不 对 称 的 , 且 \ 越 大 ,不 对 称 性 越 不 明显 . 

3. 超 几 何 分 布 、 二 项 分 布 和 泊 松 分 布 之 间 有 什么 联系 与 区 
别 ? 

答 ” 先 引入 一 个 例子 .车 一 箱 中 有 NN 件 产 品 ,其 中 有 M 件 次 
喇 ,一 次 抽取 一 件 , 共 抽取 件 , 要 求 出 取 到 的 次 品 个 数 的 分 布 . 

各 抽取 是 有 放 回 的 , 则 每 次 抽取 时 样本 空间 不 变 , 抽 取 是 独立 
的 ,次 品 数 服从 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 .各 抽取 是 无 放 回 的 , 则 
继续 抽取 时 样本 空间 改变 ,次 品 数 XX 服从 参数 为 n,M,N 的 超 几 
何 分 布 . , 
泊 松 分 布 是 作为 二 项 分 布 的 近似 而 引入 的 .假定 事件 “ 流 ” 满 
足 :(]1) 平 稳 性 , 即 “ 流 ”的 发 生 次 数 只 与 时 间 间 隔 At 的 长 短 有 关 ， 
而 与 初始 时 刻 无 关 ; (2) 无 后 效 性 , 即 任 一 时 刻 t。 前 “ 流 ” 的 发 生 与 i。 
后 “ 流 ” 的 发 生 无 关 ; (3) 普 通 性 , 即 当 时 间 间 隔 At 很 小 时 ,“ 流 ”至 
多 只 发 生 一 次 . 这 时 事件 的 发 生 次 数 的 概率 分 布 服从 油 松 分 布 . 

在 计算 概率 的 过 程 中 , 泊 松 分 布 有 表 可 查 ,而 超 几 何 分 布 与 二 
项 分 布 的 计算 都 较 麻 烦 . 当 n 很 大 而 p 很 小 时 ,有 以 下 近似 公式 : 


CHCA yy Ate TA 
M 


xp ap) “< Z| (A= nx). 


其 中 ,第 一 个 “之 ”号 , 要求 n 很 大 „n/N 较 小 , 且 取 p= 二 n/N ;第 二 个 
“ax” n 至 少 应 不 小 于 20,284 22250 时 效果 较 好 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
对 离散 型 随机 变量 而 言 ,通常 有 两 类 问题 . 


(1) 根据 具体 问题 , 求 出 随机 变量 X 的 分 布 律 .这 时 ,首先 要 
. 69 ° 


明确 XX 的 取 值 范围 , 即 外 可 以 到 哪些 值 ; 然 后 逐个 计算 PlX==xi;)， 
往往 要 借助 古典 型 概率 、 条 件 概 率 、 概 率 的 运算 性 质 和 公式 进行 ， 

(2) 利用 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 或 分 布 函 数 求 事件 的 概 
R. 这 时 ,要 正确 分 析 事 件 的 组 成 与 运算 关系 , 求 得 准确 的 结果 . 

例 1 同时 掷 两 枚 货 子 ,直到 一 枚 仍 子 出 现 6 点 为 止 , 求 抛掷 
次 数 的 分 布 律 . 

解 ” 先 求 每 次 据 出 现 6 点 的 事件 ,以 4 如 分 别 记 第 一 、 二 枚 般 
子 出 现 6 点 的 事件 , 则 P(4)=P(B)=1/6, 且 4,B8 相互 独立 .以 C 
记 每 次 抛掷 出 现 6 点 事件 , 则 

P(O=P(A+B)=P(4)+P(B)—P(A)P(B) 
=1/6+1/6—1/6X1/6=11/36. 
故 在 & 次 试验 中 ,第 & 次 才 出 现 6 点 的 概率 为 
P{X=k)=(11/36)(1—11/36)”!, k=1,2,.. 
这 是 几何 分 布 ,~G(11/36). 

例 2 ”一 盒 中 装 有 编号 为 1,2,…，,5 的 5 个 球 , 现 从 中 任 取 3 个 
球 , 求 被 抽取 的 3 个 球 的 中 间 号 码 数 XX 的 分 布 律 . 

解 X 可 取 值 为 2,3,4. 8 X=k 时, 另 2 个 球 中 的 1 个 在 小 于 
k 的 & 一 1 个 球 中 取 , 剩 下 1 个 球 在 大 于 & 的 5 一 上 个 球 中 取 , 故 

P{X=k}= (Cl_1Cl 1) /Ci}, k=2,3,4, 
X 2 3 4 


Bp 
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例 3 在 ” 重 伯 努 利 试验 中 ,每 次 试验 中 4 发 生 的 概率 为 p, 以 
X IA 发生 & 次 所 需 进行 的 试验 次 数 , 求 X 的 分 布 律 . 

解 XX 可 取 值 为 ,十 1,…,n. 久 二 x RRE z 次 试验 一 定 成 
功 , 而 在 前 x 一 1 次 试验 中 成 功 了 k 一 1 次 (是 二 项 分 布 ), 故 分 布 律 
( 称 巴 斯 卡 分 布 ) 为 | 

P{X=k}= pOT T ASP Cip (1—2)" 
例 4 设 随机 变量 X 的 所 有 可 能 取 值 为 整数 1,2,…,10, 文 已 
. 70 ° 


知已 {X 一 &} 正 比 于 有 的 值 , 求 X 的 分 布 律 . 

解 ” 依 题 意 ,P{X=k}= 二 Ck (C 为 常数 ) ,于 是 
1 
55` 
kk X atA PIX=k}=k/55, k= 二 1,2,"…,10. 

例 $ 一 箱 中 装 有 80 只 管 纱 ,其 中 棉纱 48 R 82232 H , 现 
从 箱 中 抽取 两 次 ,每 次 1 只 .以 和 记 可 能 抽 到 的 棉纱 的 只 数 . 试 写 
出 在 放 回 与 不 放 回 抽样 下 X 的 概率 分 布 . 

解 ”在 放 回 抽样 下 ,X 一 B(2,48/80) ，, 故 

P1IX=0)=((32/80)°=0.16, 
P IX=1)=C1x (32/80) X (48/80)=0. 48, 
P(X=1)=C;X (48/80)7=0. 36. 
# kl EE F ,X— H(2,48,80), 6t 
P{X=0}=Ci,/Ci,=0. 157, 
P{X=1)=C!lCl,/Ci=0. 486, 
P IX=2)=Cš,/Cš= 0. 357. 
可 写 出 分 布 律 如 下 : 


10 
> Ck=55C=1—=C= 
k= 1 


放 问 抽样 p, 
不 放 回 抽样 p, 


例 6 某 运 动员 参加 射箭 比赛 ,共有 4 支 箭 , 设 其 每 支 箭 的 命 
中 率 为 p, 且 各 次 射 第 是 相互 独立 的 . 以 X 记 直至 命中 为 止 所 需 射 
箭 的 次 数 , 求 和 的 概率 分 布 . 
解 六 可 取 值 为 1,2,3,4. 记 g= 二 1 一 p, 则 
P{X=1}=p, P{X=2}=gp, P{X=3}=g’p, 
P{X=4})=q’(p 二 1—p)=09 
(因为 最 后 一 箭 可 能 射 中 也 可 能 射 不 中 ,所 以 不 等 于 pq ). 
例 7 将 1 一 9 等 9 个 数 放 和 人 3X3 的 格子 中 ,每 格 随 机 放 入 一 
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数 . 设 各 列 的 最 小 值 为 & b. h, K X= min {ki ,Rs 的 分 布 律 . 

解 ”事件 的 组 成 较为 复杂 ,需要 详细 进行 讨论 . 

依 题 意 知 ;X 可 取 值 为 3,4,…,7,9 个 数 放 入 9 个 格子 的 基本 
事件 总 数 为 91. 

当 了 一 3 时 , ,ky,k; 分 别 为 1,2,3,， 有 9X6X3 种 放 法 ,4 一 9 
放 人 其余 6 格 有 6! 种 放 法 , 故 

P(X = 3) = (9 X 6 X 3 X 31)/9! = 9/28. 

KT=4 f, k knk, 中 含 1 和 4, 另 一 数 为 2 或 3. 当 为 2 时 ,3 
只 能 与 1 或 4 同 列 ,有 4 种 放 法 ,其 余 5 个 数 有 5 个 位 置 共 5! 种 放 法 ， 
当 为 3 时 ,2 只 能 与 1 同 列 , 有 2 种 放 法 ,其 余 5 个 数 有 5! 种 放 法 , 故 

P{X=4}=(9X6X3)(4X5!1 +2X5!)/9! =9/28. 

MT =5 时 ,As 中 含 1 和 5, 另 一 数 为 2 或 3 或 4. 同 理 可 算得 
P{X=5}=(9X6X3)(4X3X4! +4X4! +2X41)/9! =6/28. 

当 X 一 6 时 ,k b. b, 中 含 1 与 6, 另 一 个 数 为 2 或 3 或 4. 同 理 可 算得 

P{X = 6) =(9 X 6 X 3)(4 X 3 X 3!+ 3 X 2 X 2 X 3! 

+ 2 X 2 X 31)/9! = 3/28. 
当 久 二 7 Hf, kikk; 中 含 1 与 7, 另 一 个 数 为 2 或 3 或 4. 同 理 可 算得 
PIX = 7) =(9 X 6 X 3)(41 X 21 + 3 X 2 X 2 X 2! 
+ 2 X 2 X 21)/9! = 1/28. 
因此 分 布 律 为 


X 3 4 5 6 T 


Pr 9/28 9/28 6/28 3/28 1/28 


例 8 求 长 度 为 ! 的 棉纱 上 所 含 疲 点 数 的 概率 分 布 . 
解 X 可 取 值 为 正 整 数 0,1,2,…- 
将 棉纱 一 端 取 作 原 点 ,把 区 间 等 分 为 长 为 /xn 的 2 个 半 开 区 
间 . 设 在 每 一 小 区 间 上 出 现 一 个 以 上 竭 点 的 概率 为 零 ,出 现 一 个 疯 
点 的 概率 p= pA. 且 各 小 段 上 出 现 疫 点 相互 独立 . 
以 A 记 一 段 上 出 现 一 个 疲 点 事件 , 则 
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PCA)=p,=pAl= pl/n, P(A)=1—p,. 


观察 n 4 P< B| F EREA E n 重 伯 努 利 试验 ,因此 ,有 


P{X=k}=Ci pa p, t, 


HLO], S neo, A 


P{X=k}= limi pa A pa). 


记 à= yd , WI ps 二 A/n, 有 


得 


Ci pE — p,)" 


2 

Ë! (n—k)!\ n l n 

LŽ naakt .A | 1 2) 
Ë! n* n ny 


T n(n—1)' ° —Ëk+1) _ 
mm 


r C 


l, 

1 n À Ë 
i 12 ali]. 
n— oo M n—= co n 


Ë 
P{X =k) = limi p) = e. 


所 以 ,棉纱 上 的 疲 点 数 和 服从 泊 松 分 布 . 


例 9 ， 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 PtX=k} 二 &/15, k=1,2, 


e, 5, M ÆR P (1⁄2 < X < 5/2), P (1 < X < 2), 
PO<X<3}, PI IX=1 MX=2}, PIX= 3) rh, ÉT 1⁄5 的 有 


( 


) 个 . 
(A) 2; (B) 3; (C) 4; (D) 5. 
解 ” 选 (D), 因 为 


P11/2< X<5/2)y=P(X=2,+ P(X=1)=1/5; 
P(1<X<2)=P1X=2)+P(X=1)=1/5, 
Pt0o<X<3)=P(X=2)+P(X=1)=1/⁄5, 

P{X=1 MX=2}=P{X=2}+P(X=1}=1/5, 

P{X=3}=3/15=1/5. 
例 10 车 Af(8)= 二 CX/k1,&= 二 0,1,… ,4 之 0 是 离散 型 随机 变量 
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(A) ef; (B) 1—e*; (C) e; (D) 1—e 


解 ” 选 (C). 因 为 > ,CX/k! =C, k C=e "2. 


例 11 已 知 在 5 重 伯 努 利 试验 中 成 功 的 次 数 不 服 从 0-1 分 布 ， 
日 P{X=1}=P{X=2), 求 概率 P(X=4). 
解 ” 设 在 每 次 试验 中 A 成 功 的 概率 为 bp, 则 
Cip — p) =C p (1—p) = p=1/3, 
所 以 P{X=4}=C;X (1/3) X2/3=10/243. 
例 12 设 1h 内 进入 某 图 书馆 的 读者 人 数 服从 泊 松 分 布 ,已 
知 1h 内 无 人 进入 图 书馆 的 概率 为 0.01, 求 1h 内 至 少 有 两 人 进入 
图 书馆 的 概率 . 
解 已 知 X~x(4), 但 4 未 知 , 需 由 已 知 概率 求 出 4. 因为 
P{X=0}=e ==0.01， 知 2 二 2ln10. 
所 以 P{X 之 2}==1 一 P(X=0}—PIiX=1)} 
一 1 一 0.01 一 0.01X2in10 一 0. 944. 
例 13 某 处 有 5 个 公用 电话 亭 , 调查 结果 显示 ,在 任 一 时 刻 户 
每 门 电话 被 使 用 的 概率 为 0.1, 求 在 同一 时 刻 
(1) 164 2 门 电话 被 使 用 的 概率 ; 
(2) 至 少 有 3 门 电话 被 使 用 的 概率 ; 
(3) 至 多 有 3 门 电话 被 使 用 的 概率 ; 
(4) 没有 一 门 电话 被 使 用 的 概率 . 
解 X 可 取 值 为 0,1,…,5, 义 ~ 一 BC(5,0.1), 故 
(1) P{X=2}=CiX0.1:X0.9=0.073. 
(2) P{X 守 3}=CiXx0. 1 >x 0. 9°+C:šX 0. 1'> 0. 9 
+CšX 0. 1° 
= 0. 0086. 
(3) P(X<3)=1Xx[C:>X0.1!>X0.9+C;X0. 1 一 0. 9995. 
(4) P(X=0)=0. 9° =0. 5905. 
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例 14 有 某 家 电 维 修 站 保修 本 地 区 某 品 牌 的 600 台电 视 机 ,已 
知 每 台电 视 机 的 故障 率 为 0. 005. 

(1) 如 果 维 修 站 有 4 名 维修 工 ,每 台 只 需 1 人 维修 , 求 电 视 机 
能 及 时 维修 的 概率 ; 

(2) 维修 站 需 配 备 多 少 名 维修 工 , 才 能 使 及 时 维修 的 概率 不 
小 于 0.963 

解 ” 设 同一 时 刻 发 生 故 障 的 电视 机 台数 为 X, X — 
B(600,0.005), H Fa 很 大 ,而 p 较 小 ,可 以 利用 泊 松 定理 计算 . 因 
为 4 二 np 二 3, 所 以 

(1) P{X 过 4}= 二 1 一 0.1847 二 0. 8153( 可 查 表 ). 


(2) P{X 志 nn) 之 0. 96, 即 > 3te 3 人 II 二 0.04, 查 表 知 2 一 6, 即 


项 配备 6 名 维修 工 . 

例 15 有 甲乙 、 丙 三 支 球 队 到 茶 地 比赛 ,该 地 只 有 一 块 训练 
场地 ,商定 摸 球 决定 哪 支 球 队 先 使 用 场地 ., 摸 球 办 法 如 下 : 盒 中 放 
两 个 白 球 、 一 个 黑 球 ,进行 不 放 回 的 摸 球 , 直 到 摸 到 黑 球 为 止 . £ 
一 次 摸 到 黑 球 , 则 甲 队 先 使 用 ;第 二 次 摸 到 黑 球 , 则 乙 队 先 使 用 ;最 
后 一 次 才 摸 到 黑 球 , 则 丙 队 先 使 用 . 问 :这 种 摸 球 办 法 公平 吗 ? 和 在 改 
为 放 回 摸 球 ,是否 公 平 ? x 

解 ” 是 否 公 平 表 现 为 三 次 摸 球 中 摸 到 黑 球 的 概率 是 否 相等 的 
问题 . 不 放 回 摸 球 , 措 到 黑 球 概率 是 条 件 概 率 , 为 

P{X=1}=1/3, P{X=2}=(1—1/3)X1/2=1/3, 
P{X=3}=(1—1/3)X (1—1/2)X1=1/3. 

所 以 ,三 次 摸 到 黑 球 的 概率 相等 ,是 公平 的 . 

放 回 摸 球 ,第 & 次 摸 到 黑 球 ,是 几何 概率 ,为 

P{X=1}=1/3, P(X=2)=(1—1/3)X1/3=2/9 
PX =3}= (1—1/3)°X1/3=4/27. 

所 以 ,三 次 措 到 黑 球 的 概率 不 同 , 是 不 公平 的 . 

例 16 随机 数字 序列 要 多 长 才能 使 数字 0 至 少 出 现 一 次 的 概 
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率 不 小 于 0. 9? 

解 ” 以 X 记 数 字 0 出 现 的 次 数 , 求 使 P{X 之 1}) 实 0.9 的 试验 次 
£ n. 

随机 数字 序列 是 由 0 一 9 等 10 个 数字 随机 取 一 个 而 排 成 的 , 取 
到 数字 0 的 概率 为 0. 1. 取 n 次 即 进 行 n 次 独立 重复 试验 ,所 以 叉 服 
从 二 项 分 布 B(n,p),p 二 0.1. 于 是 由 

P(IX2>1)=1—P(1IX=0)=1—C5%X0. 9° X 0. 90. 9 

得 0. 9<0. 1—= xl]g0. 9 lg0. 1 一 > 一 2 一 22. 
即 随机 数字 序列 至 少 要 有 22 位 数字 ,才能 使 数字 0 至 少 出 现 一 次 
的 概率 不 小 于 0. 9. 

至 此 可 以 看 到 , 求 离散 型 随机 变量 的 事件 的 概率 ,有 以 下 一 些 
常用 方法 : 

(1) 利用 古典 型 概率 、 条 件 概率 、 概 率 运算 性 质 与 公式 求 事件 
HRE P IX =k). 

(2) 当 已 知 X 服从 某 种 分 布 时 , 按 分 布 律 及 运算 性 质 求 事 件 
的 概率 已 { 忆 一 &)}. 

(3) 4 5 X 的 分 布 画 数 时 , 按 分 布 函数 定义 得 

F(k)—F(k—1)=P{X =k}. 

(4) 利用 概率 的 基本 性 质 : ,pp 一 1,p; 宇 0, 建立 关于 p, 的 方 

程 组 , 解 得 P{X==k}. 


第 三 节 ”连续 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 


主要 内 容 


1. 概率 密度 苯 数 的 定义 
如 果 对 于 随机 变量 X É Ar i AR F (>) , FEE f u] ER pK 27 
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f(z), 使 对 于 任意 实数 x+, 有 
FPCz) 一 | fdt, 


MERX 为 连续 型 随机 变量 . f(x) 称 为 X BJ E R FE A 2X. 
2， 概 率 密 度 图 数 的 性 质 
(1) /CCz) 之 0 


十 ce 
(2) | f(r)dr=1; 
(3) Pla <X Lr) =F) Fa) =| Godr; 


(4) # SORER A r Ah, F (z)= f (>). 
3. 常用 的 重要 的 连续 型 随机 变量 及 其 分 布 
(1) 均 名 分布 记 为 X~U (a,5b), 概 率 密度 为 
1/(b—a), XE (a,b), 
f=] O, ET. 
Ela ,b) ELRABI AnNa E X CAE ,b) BJ L — f ÉZ 
间 内 的 概率 只 与 子 区 间 的 长 度 有 关 , 而 与 子 区 间 的 位 置 无 关 , 即 


“十 + 
Pic X<Scc + 1) =| fopdr= , 


其 中 a< c< c+ I<b. 
(2) ESS WAX>~N a) ,概率 密度 为 
f(z)= == t, —co<xr<--co, 
其 中 pa: OSORA 3k. SR X 服从 参数 为 Ap,o 的 正 态 分 布 . 
X e= 0,a2=1 时 , 称 X~N(0O,1) 为 标准 正 态 分 布 .在 以 一 
Nuo), 则 一 (X 一 rc~N(0,1). 标 准 正 态 分 布 的 分 布 函数 
DOARE, IRES XN Cua), FEA fi PR Št F (>) 


一 四 | 二 一 上 | 
g 
(3) 指数 分 布 “ 记 为 X~e(C) ,其 概率 密度 为 
— O, z< Ü gi l 
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指数 分 布 有 一 个 特殊 的 性 质 : 
P{X>s+t|X>s}=P{X>t)}. 
AA X 表示 产品 的 使 用 寿命 , 则 上 式 的 意义 为 :产品 使 用 了 时 间 ; 
后 再 使 用 时 间 上 以 上 的 概率 ,等 于 新 产品 使 用 时 间 上 以 上 的 概率 . 
这 种 性 质 称 为 “无 记忆 和 性”, 即 从 某 时 刻 起 产品 的 使 用 寿命 与 已 使 
用 时 间 无 关 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 区 别 连续 型 随机 变量 与 离散 型 随机 变量 ? 

答 ”要 了 解 一 个 随机 变量 又, 知道 了 分 布 函数 就 了 解 了 它 的 
统计 规律 性 . 但 F(z) 的 形式 和 性 质 不 尽 一 致 ,所 以 要 分 别 考察 

离散 型 随机 变量 X 的 分 布 函数 不 是 连续 的 ,因此 不 能 作 求 时 
和 积分 运算 . 但 只 要 了 解 了 它 的 概率 分 布 PX 一 8) 一., 则 下 (zx) 
与 事件 的 概率 均 可 求 得 . 所 以 ,对 离散 型 随机 变量 只 需求 出 概率 分 
布 就 可 以 了 ， 

连续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 是 连续 的 ,F(z) 可 以 表示 为 
| fdz( 但 F(x) 连续 ,不 能 得 出 X 是 连续 型 随机 变量 ). 因此 了 


f Y X 的 概率 密度 蚂 数 1(), 则 F(x) 与 事件 的 概率 均 可 求 得 ,所 
以 ,对 连续 型 随机 变量 只 需求 出 概率 密度 盟 数 就 可 以 了 . 

2， 连 续 型 随机 变量 的 f(z)dit 与 离散 随机 变量 的 p, 在 概率 中 
的 意义 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 

答 “” 相 同 .因为 ,对 于 离散 型 随机 变量 X 来 说 ,己基 一 th 一 加 
RIR X BX z, 时 的 概率 ;而 对 连续 型 随机 变量 而 言 , 任 一 点 的 概率 
为 零 , 因 此 ,由 定 积分 中 值 定 理 有 


r+ À 
Pí(z<X=< x+ Az) =| | f(t dt f(x) dz. 


在 对 连续 型 随机 变量 进行 离散 化 处 理 的 思想 下 ,两 者 的 概率 意义 
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是 相同 的 . 

3. 为 什么 任 P(X 一 zt) 一 0 不 能 说 和 王立 一定 是 不 可 能 事件 ? 

答 ”对 于 离 敌 型 随机 变量 来 说 ,P(X=xi) 二 0 KAX = x, 的 确 
是 不 可 能 事件 ,但 是 对 于 连续 型 随机 变量 来 说 , 任 一 点 的 概率 都 是 零 . 
这 由 己 {z<X 委 zz 十 Ar rzr)dz 可 以 看 出 , 当 dz->0 时 概率 趋 于 
=. A, DEERE P(X =) 二 0 MA XS r 一 定 是 不 可 能 事件 . 

4. 试 描述 正 态 分 布 的 性 态 . 

答 ” 正 态 分 布 与 二 项 分 布 . 泊 松 分 布 是 概率 论 的 三 大 重要 分 
布 ,在 实践 中 有 广泛 的 应 用 . 一 般 地 ,如 果 影 响 某 一 数量 指标 的 因 
素 有 多 个 ,而 每 个 随机 因素 的 作用 都 不 是 主要 的 , 则 该 数量 指标 必 
服从 正 态 分 布 . 

正 态 分 布 的 概率 密度 曲线 有 如 下 性 质 : 

(1) 曲线 关于 直线 z==p 对 称 , 在 z==p 处 取得 最 大 值 f (u) = 
1/( V270o), 因 此 随机 变量 在 z= 附近 取 值 的 概率 最 大 . 显然 ,对 
长 度 相 同 的 区 间 , 当 区 间 离 y 越 远 ,X 落 在 该 区 间 内 概率 越 小 . BH 
线 是 单 峰 曲 线 ,在 z== 士 (oc 十 p) 处 有 捞 点 ,并 以 x 轴 为 渐 近 线 . 

(2) 国定 c, 改 变 w 值 , 则 曲线 图 形 不 变 , 对 称 轴 平 移 , 所 以 又 
称 位 置 参 数 ; 固 定 wp, 改变 c 值 , 则 最 大 值 Fp) 王 1/(V2rc) 改 变 ,6 
变 小 时 ,图 形变 尖 , 因 而 X 落 在 x4 附近 的 概率 也 变 大 .因此 ,o X 
(E X 值 的 集中 程度 , 称 为 精度 参数 . 

I FIE XN, o), A 

Pla<Xx<b)=@| 


Í4Z—a 
G 


一 多 


$ 


工 一 已 
F) 


H p(—xr)=]— pr). 
方法 .技巧 与 旧型 例题 分 析 
这 一 部 分 有 三 大 类 题 ; 一 是 已 知 分 布 函 数 , 求 概率 密度 与 事件 


的 概率 ;二 是 已 知 概率 密度 , 求 事件 的 概率 ;三 是 已 知 分 布 形式 和 
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概率 ,确定 参数 或 zx 的 数值 . 

对 于 这 三 大 类 题 ,首先 要 熟知 分 布 畏 数 与 密度 基数 之 间 的 天 
系 , 用 分 布 函 数 与 密度 吨 数 的 性 质 解 题 ;在 已 知 分 布 与 概率 密度 
时 ,要 善于 利用 分 布 的 特点 解 题 . 

例 1 已 知 


0, LLO, 
F(z)=<zx+1/2, 0=<<x<1/2, 


L, Z 之 1/2， 
mj F (+) E ( ) BE HL E Et BJ 27 + pR 32%. 
(A) 连续 型 ; (B) 离散 型 ; 
(C) 非 连续 型 ; (D) 非 连续 亦 非 离散 型 . 


解 选 (D). 因为 玉 (Cz) 在 (一 ceo ,十 ceo) 上 单调 不 减 , 右 连续 , 且 
lim F(z)=0, lim Pz) 一 1 ,所 以 它 是 一 个 分 布 图 数 , 又 F(T) 际 工 


二 0,1/2 外 处 处 可 导 , 而 
0, Z<<0,Z 盖 172， 


= 人 HE. 
0, z< 0, 
但 x | | Z, 0<Xx1/2,， 
1/2, z>1/⁄/2, 


LAS FO), Ik Z fr fE EE 8 3k. XF Cc) +B, JE BY EK PR 3X , PH 
以 玉 (z) 是 既 非 离散 型 又 非 连续 型 的 随机 变量 的 分 布 函数 
例 2 已 知 随 机 变量 XX 的 密度 函数 为 
f(x)=Ae l, 一 ceo<z< 十 cc， 
求 :(1)4 值 ; (2) P00<X<1); G) F GG). 
解 由 | Ae -midz 一 24| edz 一 1 得 2A=1,f## 48 A= 
1/2. 所 以 


1 
P{o<X<1=| l -zdz 一 工 (] 一 e-D 
, 2 2 


. R() ° 


当 x<<0 时 ， F(z) 一 于 | edee, 


当 r0 时 ， Fo)=+| erdz+ 二 | e az=i— e". 
| e*/2, r0, 
) F (x) = 
所 以 2) W rQ. 
P3 设 某 种 仪 更 内 装 有 三 只 同样 的 电子 管 ,电子 管 使 用 寿命 
X 的 概率 密度 图 数 为 
100/z°, zxz—100, 


fn=| 0， xz<100. 
求 :(1) 在 开始 150 h 内 没有 电子 管 损坏 的 概率 : 
(2) 在 这 段 时 间 内 有 一 只 电子 管 损 坏 的 概率 ; 
(3) F (>). i 


150 
t G) PI(X<150)=| 100... t, X 
100 + 3 


p=LP{X>150} P=(—1/3)=8/27. 
(2) 将 观察 三 只 电子 管 看 作 三 次 独立 重复 试验 ,由 二 项 概率 得 
p=C1>X1/3>X2/3°=4/9. 
(3) %4 =< ]00 RJ ,F(z)—0;24 z=2:2100 时 ， 


F (z)= -| 1900 = 1—_ 155 
100 £ X 


O, 7Z< 100, 
;  FGz)= | 
ka 7 ao, >100 


例 4 ”随机 变量 X 的 密度 函数 如 图 2.1 , 
所 示 , 试 求 : 

(1) ZERKA f (>); 

(2) FARR EFC); 

(3) WEZ P 10. 2< X< 1. 2}. 

解 〈1) 由 图 2.1 可 直接 写 出 密度 函 12.1 


数 
. 81 ° 


Ü, rO, 


Ty 0O0<=x<]1, 
f (x)= 
2— T, 1 和 < 2 ， 
0, r2. 
(2) 由 P(x) 二 | fode 
0, T=<0, 
z /2, OST], 
F(x) = 
2=—zxz2/2—1, l<<x<2, 
1. L2. 


(3) P10. 2<XL1.2}=F(1.2)—F (0. 2)=0. 66. 
例 $ IFC) EREE A Rg, uFBH : XE A0 , RR 
65(rz)= 二 | Fod, g(z) 一 志 | Fd 
也 是 随机 变量 的 分 布 函 数 . 
WE HU 6ó(>),W(xr)W E Ay f PR 3 tE R. 


由 于 下 (z) 单 调 不 减 , 所 以 对 任意 人 >0, 有 
F(z)<F(xz+üó), r€ (—o°o,+ co), 


1 r+ó+h 1 x+h 
使 得 @(z+Ə)= | FO)dt= 广 | F(t+ò)dt 
工 十 他 x 


1 r+ 
>+| F (e)d= (x), 


M TE D Cah S S Vl AS 9 PE AY. 

又 F(x) 单调 有 界 , 从 而 对 F(x) 的 积分 必 为 积分 上 限 的 连续 函 
数 , 所 以 B(x) 右 连 续 . 

利用 关系 式 , 当 1E€E[Lzx,x 十 hj 时 ， 


1 x+h ] r+h 
F=} TOLET] FQ): 


r+ 
<+| F(z-Lh)di=F(z+h)<1, 


得 0O0<F()+)<@(+)< F(+-+h)<1. 
. Š 2 ° 


S r— — o, Jj 
0S lim Plr) lim F(r+h)=0, EP lim Øl(r)=0; 
S r> + co , lj 


] 一 lim F(z)< lim 6@(z)<1, Bp lim @(z)=1. 


iR EAT yË , b (>) Wa E 27 Ai PR 39% BJ = 28 FE fit , šX je A AB PS 2X. 

同 理 可 证 ,W(x) 也 是 分 布 函 数 . | 

例 6 大 在 图 2. 2 所 示 三 角形 ABC tRIT]IR— A P , QAP 到 边 
AB WERA X , K X 的 分 布 范 数 与 密度 
函数 . 

解 设 CD 为 48 边 的 高 ,过 点 已 作 
EF// AB, 则 AB 与 EF BESA z. Kie, 
A OKLA Rf, 

F(zr)=P{X&x)} 


_ 梯形 EKBA 面积 图 2.2 
三 角形 ABC 面积 
_，_ 三 角形 CEF 面积 
=> 三 角形 ABC 面积 
=1—(A— zr)’/h’, 
O, LLO, 
所 以 Ce OSTA, 
L, Lh, 


C 


20h—zx)/h’, OSIKA, 
0, 其 它 . 
例 7 设 某 种 食品 的 保质 期 (单位 :d)X 的 概率 密度 项 数 为 
_ 60000/(r-+100)', <x>0, 
fx)= | 9, 其 它 ， 
ROF); DEDA 100 d 保质 期 的 概率 . 
解 d) 当 xz 过 0 时 ,F(x)= 二 0; 当 Zz 之 0 时 ， 


_f* 60000 ， 30000 | _, 30000 
F Cr) = 0 C1007d 一 (十 100) t, (<+ 100)“ 
k. 83 Š 


/0 =P (=| 


1 一 30000/ (x 十 100)*， rQ, 


0, X< (0. 
(2) PIXZZ2100; =1— PI X< 100) 一 1 一 下 (100) 


一 30000/(100 十 100)* 二 3/4. 

例 8 设 随机 变量 的 绝对 值 不 大 于 1,PiX== 一 1} 二 1/8， 
P{(X 一 1) 一 1/4; 在 事件 (一 1<X<1) 出 现 的 条 件 下 ,和 X 在 (一 1,1) 
内 的 任 一 子 区 间 上 取 值 的 条 件 概 率 与 该 子 区 同 的 长 度 成 正比 . 试 
KX BaF). 

解 BR, 4 r<—1 Ht, F c) =0; 4 r21 时 ,F(zx)==1. 所 以 

P{—1<X<1}=1—1/4—1/8=5/8. 
因为 XX 在 (一 1,1) 内 服从 均匀 分 布 ,所 以 , 当 一 1 二 zx<1 时 ， 
P(—1<X=<xr|—1<X<1)=(zx+1)/2. 
P —1<X=<<x) 
=P(í(—1<X=<=x,—1<X<1) 
=P(—1<X<1)Pí(—1<X=<zr|—1<X<1) 
=5/8 X (=+ 1)/2=5(x=+1)/16, 
BH34—1=<<x<1 时 ， 
F(x)=P{X=—1}+P{—1l<X<zr) 
=1/8+ (=+ 1)/16= (5z=+7)/16, 


所 以 F (z) = 


0, r<], 
故 roses ps. —1 =< r<], 
1, r=]. 
例 9 随机 变量 X RRE EE RAA 
Acosr, |x! =<<=/2, 
f=] 0, 其 它 ， 
求 ;(1) A 的 值 ; (2) F(z); (3) P(0<X<x/4}. 
解 (1) 由 1 一 | ”4coszdz 一 24| coszdz=2A, 8 A= 
1/2. 
(2) %4 y<—x/2 BF, Fr) =0; %4 r>nr/2 8, F (z)=1; 4 
. 84 ° 


—zx/2?2< x=<x/2 时 ° 


F (=) =| 3cosrdzr= 广 十 了 sinz， 
0, +< —xí2, 
所 以 r= tena /2 三 工 <x/2， 
l, ` z>x/2. 


(3) P(0< X<zx/4)=F(xz/4)—F(0)= v 2 /4. 
例 10 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 是 
O tS r>0, 
0, Z< 0， 
求 :(1) 4 与 B 的 值 ; D f(x); G) P{I<X<2)}. 
解 (1) H 0=F(0)=A+B,1=F(+ceo)=A,f8 
4 一 1， B= 一 1. 
-zx /2 +>0, 
0, r=. 
(3) P.t1<X<2)=F(2)—F(1)= 0. 47. 


例 11 设 随 机 变量 X 的 分 布 图 数 为 


(2) fx)=F =d” 


0, z<l, 
F(x)= Inz, 1<<=xr<e, 
l, Te, 


求 ;(1) PI1X<2},P{(0<X[3}, P{2<X<5/2}; 
(2) HERRERA / <). 
解 (1) 利用 分 布 函数 求 概率 , 印 
P{X<2}=F(2)=ln2, 
P10<X=<3,=F(03)—F(0=1—0=1, 
PI2<X<5/2}=F(5/2)—F(2)=ln(5/2)—ln2=ln (5/4). 
(2) 由 f(z) 二 F(x) 可 得 
0, <1% r>e, 
TS | ijr, 1<r<e. 


e RA ° 


例 12 设 在 区 间 [a,6J 上 ,随机 变量 X 的 密度 函数 为 f(x)= 
sinz ,而 在 La,6 外 ,f(z)==0, 则 区 间 [a,6j 等 于 ( ). 

(A) [0,x/2 ]; (B) {0,x]; 

(C) [—x/2,0]; (D) [0,37/2]. 

解 AA) 因为 在 [0,x/2」 上 ,sinx 之 0( 非 负 可 积 ), 而 且 


| sinzaz= 1 , 帮 f (>) RL A 2 3: HF PR 2. 


在 |10,xj 上 ,| sinrdz=2#1 ,所 以 jz) 不 是 概率 密度 天 数 ， 


在 [一 x/2,0] 上 ,sinzx 志 0, 所 以 f(z) 不 是 概率 密度 函数 . 

在 10,3x/2] 上 , 当 x 交 "时 ,sinx 过 0, 所 以 f(z) 不 是 概率 密度 
PŘI Š. 

例 13 设 连续 型 随机 变量 X WE FE AS JE 


0， 其 它 ， 
则 式 中 C 为 ). 
(A) 任何 实数 ; (B) EX; 
(C) 1; | (D) 任何 非 零 实数 . 
解 ” 选 (B)、(C). 由 密度 函数 性 质 ， | 
t> 1 _- ec) te jec Z° 
| CTe dz =| e d 5C 


0 


十 co 0 
= —e 7/20) 


=4C>0 时 , 即 有 上 述 等 式 成 立 . 
例 14 设 随机 变量 XX 在 L2,5j] 上 服从 均匀 分 布 . 现 对 XX 进行 
三 次 独立 观察 , 求 至 少 有 两 次 的 观察 值 大 于 3 的 概率 
1⁄3. rC€[2,5], 
f(x)= 0， EE. 


. NG ° 


5 
设 A=P{X>3)=| 地 dx 一 也, 依 二 项 概率 公式 ， 
3 


P=C3X (2/3)° X A — 2/3) +C} X (2/3)°=20/27. 
例 15 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 
—(r—a) 


° x x, 


ra= 
0, 其 它 ， 


+ on 


十 co 
1=| e "drt=—e =e 0 一 |， 


Ti 


所 以 ro—a=0, R} zr. =a. 
例 16 DR I W E E AI 8 8 DIKKE CR m) X 的 概率 密 


, 2/2, r=]. 
为 AD 一 | 
O, rtl. 


今 要 修建 能 防御 百年 一 遇 洪 水 ( 即 p 才 0. 01) 的 河 堤 , 问 ; 河 堤 应 修 
多 融 ?〈 河 堤 高 度 起 点 与 洪水 水 位 起 点 相同 . ) 
解 ” 设 河 坦 高 为 h, 则 应 有 PP{X 之 hh} 二 0.01, 由 


h 
P{X>h}=1—| 与 dz 一 方 一 0.01 一 > 一 10， 
1 


所 以 , F BE y f 10 m 高 . 

例 17 某 种 螺栓 的 长 度 ( 单 位 :cm)X~N(10. 05,0. 062). # 
规定 长 度 在 范围 10. 05 士 0. 12 内 为 合格 品 , 求 任 取 一 螺栓 为 不 合 
格 踢 的 概率 . 

解 X—N(10.05,0. 062), ii] 

(X—10.05)/0.06—N (0,1). 

P1(G10.05—0.12)<X=< (10. 05+0.12)) 

=@| (10.17—10.05)/0.06]—%@| (9. 93—10. 05)/0. 06] 

=@(2) —6(—2)=2@(2)—1=0. 9544, 

所 以 , L Hu — IRIEN A+ r Fš ñu BU RL 3 


T. 


qa 


. R7 °` 


p=1—0.9544=0. 0456. 

例 18 设 一 大 型 设备 在 任何 长 为 上 的 时 间 内 发 生 故 障 的 次 数 
Ni) 服从 参数 为 站 的 泊 松 分 布 , 试 求 : 

(1) 相继 两 次 故障 的 时 间 间 隔 了 的 概率 分 布 ; 

(2) 在 设备 已 经 无 故障 工作 8 h 的 情况 下 ,再 无 故障 工作 8 h 
的 概率 . 

E TDHF, EIN GQ) 二 0( 也 就 是 相继 两 次 故障 的 间隔 时 间 
Tt, 表 示 在 时 间 段 1 内 没 发 生 故 障 ), 从 而 

(1) F@)= PIT<í—=1—P (T>, =1—P (N(t)=0) 


_ | — AD —“ 
or 


(2) p 二 PP{T 衬 161T 之 8} 的 求法 有 两 种 . 
一 种 是 :由 (4)==1 一 e”*, 知 了 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 , 依 
指数 分 布 的 无 记忆 性 P{X>:s 十 :| 六 之 s) 二 P(X 之 t} ,得 
p= P(T2>216|T>28) = P (T—8)=e`”*”. 
另 一 种 是 : 按 条 件 概率 直接 计算 ,得 
p =P(T2>16|T>>28)=P(T2—>16,T>8)/P(T>8) 
一 P{T 之 16}/P{T 之 8} 
=[]—P{T<16})]/LI—P{T<8})] 
=[1—FG(6)]/[1—F(8)]=e '"/e =e, 
例 19 * KS FE PEE D 3825 n] E , 6 — 28 PS ZX 92 PH , [B 2 2; 
堵车 ,所 需 时 间 (单位 :min)X 的 概率 密度 为 


] —(r— 4032 /200 
——e ， ©T>40, 
ek V 27 


第 二 条 线路 较 长 ,但 不 易 堵 车 ,所 需 时 间 了 的 概率 密度 为 


1] — (z— 5032 32 
e 一 * r> 50, 
ro V 21 
0, r50. 


1]—e™ “. 


. RR ° 


j: (1) 如果 提前 60 min 离 家 , 走 哪 条 路 线 上 班 迟 到 的 可 能 性 小 ? 
(2) 如 果 只 能 提前 55 min 离 家 , 走 哪 条 路 线 上 班 迟 到 的 可 能 性 

人 小? 

解 计算 超过 给 定时 间 的 概率 ,选择 概率 小 的 路 线 . 由 于 
三 xz) 和 六) 都 不 是 正 态 分 布 的 概率 密度 图 数 , 在 计算 中 可 以 设法 
化 为 正 态 分 布 来 求 ,使 计算 更 简单 . 

(1) 因为 ,当时 间 超 过 60 min 时 ， 

_ 1 t 1 — (z--40)2/200 n T— 40 _ 
P{X>60}= Ef s 2dr É TO =t 
2 


十 = 2 
一 4, e 2di=2[|1—@(2)]=0. 0456, 
7T 


1 Ë trep? | 并 一 50 
P y Ü — (=— 50)“ /32 l PAN — | 
i —>6 ) ° Son o e dx Ee 4 i 


+ 
= =]. . ed i=2[1—6é(2. 5) ]=0. 0124. 
TU ` 


a H PI X60)> P(Y2>60),FT P E£ PE RRR. 
(2) 因为 ,当时 间 超 过 55 min AF, 


2 ft> 2 
P 1 X>55; = | e ‘dft=2| 1—@(1.5)|=0. 1336, 
VA CAE | i J 
2 [fS z 
PY = 一 | TE dt = — (|. = 0. , 
(Y >55} => E t= 2[1 (1.25) ]=0. 2112 


RJ, PIX255)< Pí(Y255),Fr U Zk ES RRR. 
例 20 设 随 机 变量 X~N(0,o2), 问 : 当 取 何 值 时 ,X 落 入 区 
Had DHARRA? 


FO<I<3)=9| Š) — 9 = | 
今 上 式 等 于 g(ao), 利 用 微 积分 中 求 极 值 的 方法 ,有 
311 —3 111 


hi g? 2 


+@' 


so) 一 到 | 


G | G 
. KO ° 


[13e 
令 上 式 等 于 零 , 解 得 0 二 4/in3. 又 g”(oo)<<0, 故 c= 二 2/Y1in3 为 极 大 
值 点 , 且 唯 一 .所 以 , 当 c=2/wvin3 时 ,和 X 落 入 区 间 (1,3) 的 概率 最 
大 . 
例 21 设 随机 变量 X~NCn,c), 求 概率 已 {| 和 一 pr|<Ac)， 
k=1,2,3. 
解 此 即 著名 的 “三 ce 规则 ” 
已 (| 一 pl<Rc) 一己 (0 一 A<X< 十 Ra) 
-9| — i -四 ETETE 
=P(k)—P(—k)=20(k)—1. 
X o=1 ff, P(X 一 py|<o)=28(1) 一 1==0. 6826; 
当 c 一 2 Hf, P{|IX—p4!<20}=2®(2)—1=0. 9544; 
当 c 一 3 时 ， P| X— ui <30} =29(3)—1=0. 9974. 
例 22 i&X~N(60,9), REX ŽARKE — o,r ], (zi, Zo J 
(zx 十 co JBR REA 3 : 4 : 5 OAT. 
解 H X— N(60,9)81,(X—60)/3—N(0,1), $x 


P(X<z)=o| = =s. 25, 
Bp 1—2] soa = 0 2s== | | =0. 75. 
查 表 知 (60 一 zx1)/3 二 0.075, 孝 x 二 57. 975. x 
P(X>z)=1—-@| Z] =y igg =0. 4167, 
即 p| | =0. 5833. 


查 表 知 (z: 一 60)/3 一 2.1, 故 了 一 60. 63. 
例 23 j X—N(10,Í2), B P{10<KX<20}=0. 3, 求 
P!0<X<10). 
° 90 ° 


E ”由 正 态 分 布 的 性 态 知 ,X 的 概率 分 布 关 于 直线 xX 二 jy 二 10 
对 称 , 所 以 
P{0O<X<10};=P{10<X=~20)}. 
例 24 X~N(10,4),KR: 
(1)P(7<X<15); DMEd, P| X—10|<d}=0. 8. 
O HX~NA0,4)4,(X—10)/2~N (0,1), $ 
azao 


(1) P(7<x<15)=%| - 
r. 


2 2 
=@(2. 5) +@(1.5)—1=0, 927( 查 表 ). 


(2) P{IX—10|<a) 


=-g| — -g| — s 

2 2 

ad d d 
=0 $| -ð| -5 =20 $ 一 1 一 0. 8. 


例 25 设 X 的 概率 密度 图 数 为 


1 
f (z)= e 
V 6 


TT 


Dto, —co<r<+=e°o. 
+ C 
求 ;(1)PLUL<<z<3); 2) 使 | /mdz=| f(x)dr BJ C. 


解 因 为 1 一 (z +Ar—4)/6 —— 1 e 22/53) 所 以 ,X ~ 


Jer Virs 3 
N(2,3), 从 而 
p<x<3)=0 3) -e| 2] -20 E] 


一 2B(0.5773) 一 1 二 0. 438( 查 表 ). 


(2) 要 使 | “kz)dz=| fede, MC 为 概率 分 布 的 对 称 


点 . 由 正 态 分 布 性 态 知 C 一 /一 2 为 所 求 . 
. 0] ° 


例 26 一 受 炸 机 带 着 三 枚 炸弹 投向 敌 方 目标 , 若 炸 弹 落 在 目 
标 中 心 40 m 内 ,目标 将 被 摧毁 . 设 在 使 用 瞄准 器 投弹 时 , 弹 着 点 义 
的 概率 密度 函数 为 

(100--z)/10000, —100<<x=<O0, 
o= ono 0<<z=<100, 
0, 其 它 . 

求 投 三 枚 炸弹 后 ,目标 被 炸 毁 的 概率 . 

解 ”一 枚 炸弹 落 在 目标 中 心 40 m 内 的 概率 为 


40 | I 0 ¿0 
s= 一 10000 上 oote) (100—z)dz | 
2 
则 炸弹 落 在 40 m 外 的 概率 为 


p=1— 0. 64 一 0. 36. 
所 以 ,三 枚 炸弹 都 落 在 目标 中 心 40 m 外 的 概率 是 0. 36:. TE, H 
标 被 炸 毁 的 概率 是 
p=1— 0. 363 一 0. 953. 

例 27 公共 汽车 车 门 的 高 度 是 按 成 年 男子 与 门 桶 磁头 的 概率 
不 大 于 0. 01 设计 的 . 设 成 年 男子 身高 (单位 :cm)X~N(170,6°)， 
试 确定 车 门 应 设计 的 最 低 高 度 六 . 

E 设 车 门 高度 为 六 , 则 应 有 已 {X 盖 A) 委 0. 01. 


nl |e 01, 
Ep | ~ |>0 99. 查 表 知 4 一 上 人 >>2. 33, 于 是 


h=170+2. 33X 6=183. 98, 
所 以 ,车门 最 低 高 度 应 为 184 cm. 
例 28 对 一 批 新 子弹 ,任意 抽取 5 发 试 射 ,如 果 没 有 一 颗 子 弹 
落 在 离开 靶 心 2 m 以 外 , 则 该 批 子弹 被 接受 . 设 弹 着 点 与 靶 心 的 距 
离 X 的 概率 密度 孔 数 为 
° 02 和 


2xe™” 
f(x) -EE 973 


O, HC, 
求 该 批 子 弹 被 接受 的 概率 . 
解 ” 任 取 一 颗 子 弹 落 在 靶 心 2m 以 内 的 概率 是 
po<x<2 =| 一 dz 一 二 | i 


4 ，5 


所 以 ,该 批 子弹 被 接受 的 概率 是 | 了 二 -5| 、 


第 四 市 ”随机 变量 的 疯 数 的 分 布 


主要 内 容 


1. 随机 变量 的 函数 及 其 分 布 

在 一 些 试验 中 , 某 些 随机 变量 往往 不 能 直接 通过 观察 得 到 ,但 
它 是 某 个 能 直接 观察 的 随机 变量 的 函数 . 这 些 随 机 变量 称 为 随机 
变量 的 函数 ,它们 的 分 布 称 为 随机 变量 晴 数 的 分 布 . 一 般 地 ,随机 
变量 的 函数 的 分 布 可 以 借助 随机 变量 的 分 布 获得 . 

对 随机 变量 的 函数 Y 王 8(X), 当 X 是 离散 型 时 ,了 也 是 离 敌 型 
随机 变量 . `4 X 是 连续 型 时 ,7 一 般 也 是 连续 型 随机 变量 ,但 也 可 
以 不 是 连续 型 随机 变量 . 

2. 定理 

设 随机 变量 X AMEE PR $ fx (x), —co< r< + co, X t y 
-==g(Cz) 处 处 可 导 , 且 有 g'(Cz)>0 或 gz)<0( 即 gz) 严 格 单调 )， 
则 YY 一 g(X) 是 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 为 

fxlhCy) lh OD], a<Ky<P, 
fy) -| O, 其它 ， 
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其 中 h(y) 是 g(x) 的 反 晴 数 ， 
a=miní(g(—co),g(+°oo)), B=max(g(—eo),g(+eo)). 
该 定理 可 以 推广 到 g(x) 是 分 段 严 格 单调 的 情形 ,此 时 
fr(y)= falhi DA Cy) | fxLhs (Cy) hs He. 


疑难 解析 


it， 离散 型 随机 变量 的 函数 为 什么 一 定 是 离散 型 随机 变量 ? £ 
续 型 随机 变量 的 函数 为 什么 不 一 定 是 连续 型 随机 变量 ? 

答对 离散 型 随机 变量 来 说 ,X 的 可 取 值 为 有 限 个 或 可 列 无 
穷 多 个 ,因而 了 =g(X) 的 可 取 值 也 为 有 限 个 或 可 列 无 穷 多 个 ( 当 Y 
有 相同 值 可 合并 时 , 取 值 个 数 比 X 取 值 个 数 减少 ), 故 知 Y 也 是 离 
散 型 的 随机 变量 . 

对 连续 型 随机 变量 而 言 ,Y=g(X) 的 可 取 值 因 归 类 合并 等 原 
因 , 可 能 只 有 有 限 个 或 可 列 无 穷 多 个 . 这 时 ,7 成 为 离散 型 随机 变 
BL. 有 时 Y=g8(CX) 的 分 布 可 以 既 不 是 阶 夏 函数 ,也 不 是 连续 函数 ， 
这 时 户 () 不 存在 ,7Y 也 不 是 连续 型 随机 变量 ( 见 例 15). 

2. 计算 随机 变量 的 函数 的 分 布 时 应 注意 哪些 问题 ? 

£ ” 言 先 应 准确 确定 了 Y 的 取 值 范围 ,一 般 地 ,由 y= 二 g(x) 即 决定 
TY 的 取 值 范围 . 但 在 离散 型 变量 的 情形 ,要 注意 相同 值 的 合并 . 

其 次 应 正确 计算 Y 的 分 布 , 特 别 是 连续 型 随机 变量 X 的 函数 
的 情形 , 当 y= 二 g(x) 单 调 或 分 段 单调 时 ,可 按 定 理 写 出 /fy(y); 否 则 
MAR H Fro), ER fy(y). 


TR. P 5 Ba E pE a H 


一 、 离 散 型 随机 变量 XX 的 函数 g(XX) 的 概率 分 布 的 求法 
对 于 XX 的 每 一 取 值 x;, 写 出 Y 的 对 应 取 值 y= 二 g(x), 青 由 
PIY=y)=P1X= rx, Y 的 概率 分 布 . 如 果 y 有 相等 的 值 , 则 
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应 将 相等 项 的 概率 合并 ,得 到 规范 的 了 的 概率 分 布 .Y 的 概率 分 布 
一 般 仍 用 分 布 律 的 形式 写 出 . 

二 .连续 型 随机 变量 X 的 函数 g(CX) 的 概率 密度 函数 的 求法 

一 般 有 两 种 方法 . 

(1) Ah RRE ” 先 设 法 求 出 户 (y), 再 求 导 得 出 fy(y), 即 由 
Fy =P{(Y<S<y HITR Y =g (X), Fro) =P{g a)y); H 
ERRI =g Cy), Fro =P XSg '(y)}) 二 Fx(g Oa) Rki 
Fy(y); 然 后 再 利用 在 连续 点 zx, 有 Fy(y) 二 fy(y), 求 得 fy(y). 

要 注意 的 是 :第 一 , 反 哨 数 += 二 g '(y) 是 否 一 定 存 在 ,; 阁 不 和 存 
在 , 则 此 方法 不 可 用 ;第 二 ,对 y 的 不 同 值 ,Fy(y) 不 一 定 相 同 ( 即 
Fy(y) 可 能 是 分 段 函 数 ), 解 题 时 要 注意 讨论 . 

(2) í y=g(z)fT € ERREI y==g (zx) 严格 单调 、 可 导 )， 
则 直接 套用 公式 就 能 得 到 

Jx hly [kK l, oy<p, 
Jfy(y)= " R. 

要 注意 的 是 :第 一 ,要 正确 求 出 h(y), 并 确定 a,B; 对 分 段 单调 
情形 ,要求 出 hCGy) ,hsaC(y),… ARH a, p. 第 二 ,代入 公式 时 要 正 
确 计 算 fx(h(y)). 

例 1 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 

P IX==xr)= pb (1=1,2,""), 
求 随机 变量 以 下 两 种 情况 下 Y 的 分 布 律 : 

(DY=CX; (2)Y=3X°. 

解 ” 因 为 X 是 离散 型 随机 变量 ,所 以 Y 也 是 离散 型 的 . 

(1) 由 题 给 条 件 知 , 事 件 {Y==CX,} 与 事件 {X=.xi} 等 价 , 因 而 
Y= 二 CX 的 分 布 律 为 

P{Y=Czx,}=P{X=7x}=p: (=1,2,.). 

(2) 此 时 ,要 考虑 zi 的 取 值 范 值 . 夺 < 只 取 正 值 , 则 事件 

{了 二 3zx?}) 与 事件 { 久 =x;} 等 价 , 于 是 得 出 
PIY=3r)}=P{X=r;} =p; GG=1,2,.…). 
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若 x; 可 取 正 、 负 值 , 则 事件 {Y= 二 3z2; Ej 3 k (X = >, U X = 
一 xz) 等 价 , 因 而 Y==3x’ 的 分 布 律 为 
P(Y=3xz2)=P[X=x)+P[(X=-—=x) (1=1,2,.). 
例 2 设 随机 变量 X 的 分 布 律 如 下 : 
X —1 0 
P, 0.1 0. 2 0.3 0. 4 
K Y,=2X+1 5; Y,= X° 的 分 布 律 . 


解 Y 的 取 值 为 一 1,1,3,5, 与 X 取 值 个 数 相等 ,因此 概率 不 
必 合 并 ,得 Y) 的 分 布 律 如 下 : 


Y=2X+1 | 一 : 1 3 5 
OO 
b, s 0.1 0. 2 0. 3 0. 4 


Y, 的 取 值 只 有 0,1,4 Z4+,34X=—15 1BFE, Y,=1,Er P) 
率 要 合并 ,得 Ys 的 分 布 律 如 下 : 
Y, = X° $ | 
ps 0. 2 0. 4 0. 4 
例 3 设 P{X=k})= 二 (1/2) ,二 1,2,…, 令 
y=] l, X 取 偶 数 时 ， 
一 二， W X 取 奇 数 时 ， 
求 随机 变量 X 的 函数 了 的 分 布 律 . 
解 ” 利 用 概率 的 加 法 公式 . 
P{Y=1}=P{X=2}+P{X=4}+ e tPIX=2k} + 


ll i/ 1 1l 

=q tie" =[4J/U + 3 
i 
PlY=—1)=1l-—%= 


pjs 已 知 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


ps 1/2 (1/2y> (1/2)° e (1/2) 


求 随机 变量 X 的 男 数 Y=sin(CrX/2) 的 分 布 律 . 
解 ” 因 为 | 
一 1， "4 2X=4k—]1, 
re -| 0, 4 X=2k, k=0,1,2,.",， 
l, X=4k—3, 
所 以 ,Y 只 有 一 1,0,1 三 个 值 , 由 等 价 关 系 得 


P{Y=—1)=| +) +[+] +e] l | + 


2 2 
-1 2 
8(1—1/16) 15° 
nll 1 
P{Y=0)=| ;| +| ;> t + 3 + ~ AG — 1/4) 
| a 
3? 
1 
P(Y=1}=5 +| 3 + + 3 T t316) 
_ 8 
15 
故 Y 了 二 sin(x 义 /2) 的 分 布 律 为 
Y 一 Q ] 
pr 2/15 1/3 8/15 
例 $ 测量 一 类 贺 形 物体 的 半径 XX 为 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
X 10 11 12 13 
pe O. 1 0. 4 O. 3 O. 2 


KAAK Y, 和 圆 面积 Y, 的 分 布 律 . 
解 了 二 2xX 和 7Y: 一 rX 都 是 X WARY, MY: 各 上 自 的 值 均 
不 相等 ,不 需 合 并 ,所 以 Y, MY: 的 分 布 律 分 别 为 


Y, 20x 22N 24m 26x 
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Y, 100x l217 1]44x 169x 


b, 0.1 0.4 0. 3 0.2 


例 6 RETRO DRERI z 轴 的 正 同 交角 为 9 (0<0< 
r), 求 这 直线 在 z MERE X 的 概率 密度 项 数 . 

解 ” 设 直线 与 x 轴 正 向 交角 0 是 随机 变量 ,9~U (0,7) ,概率 
密度 为 

1/r， 0<0<n, 
fa (0) = 0, Er. 
m r= g (0) = — coth, R] X = g (0) = — coth. RRX 0 = h (xz) = 
arccot( 一 xX) 在 (一 00, 十 0) 内 取 值 ,是 gC(0) 在 (0,7) 内 单调 并 处 处 
可 导 ,h'(y)= 二 一 1/(1 十 zx), 故 依 定理 有 
fxe) = falh(z)]]—1/(1-+ z2)|=1/[z(1+ z) 1, 

F rR —co< r< +o. 

例 7 ” 设 随 机 变量 和 一 过 (一 xy2,r7/2) , 求 随机 变量 Y 王 sinX 的 
概率 密度 轴 数 fy (y). 

E BA y=sinr 在 (一 x/2,7x/2) 上 单调 .可 和 守 ,7 二 hh(y)== 


arcsinyyh'(y) 二 ]/Y1 一 y ,由 于 


f ( ) 一 1 /T， TW=€ (—Tm/2,T/2), 
x lo 其 它 ， 
min (sinr)= —1, max {sinx}=1. 
-3 -3 
所 以 依 定 理 有 
falho Jik Cy) | -1 y), 一 1<<y<<1， 
fv (y) = 。 F t=. 


例 8 已 知 随机 变量 X semi 
f n= OLLAR, 
E 0， RE, 
求 随 机 变量 了 一 sinX 的 概率 密度 . 
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f y=sinr 在 (0,r) 不 单调 ,所 以 y 
要 用 分 布 师 数 法 .因为 0 二 y 二 1, 所 以 ,由 
图 2. 3 知 
Fy(y)=P{Y<y)=PlsinX& y) 
=P 100<X=<zx )U (r< X=<=)), 
其 中 xı =arcsiny, Ts 二 Tarcsiny. 


H fy(y)= Fy(y) , 8 图 2.3 
froy) = | as fxCr)dz] 


a - 


=a d 
= fx(mzi) T— J x (x;) T 
ee z . 
n“ V 1 — y’ 7T 1 — y’ 


M — y ° 0 二 <l, 
于 是 EAs ly) = 
L... 


作 图 作为 一 种 方法 ,可 以 达到 非常 好 的 直观 效果 ,可 以 帮助 我 
们 正确 分 析 和 计算 ,希望 读者 很 好 地 学 习 和 掌握 作 图 方法 . 

B9 设 随机 变量 六 一 NC0,1), 求 了 二 2X: 十 1 的 概率 密度 区 
2. 

解 ,一 2z2 十 1 不 是 单调 函数 ,只 能 用 分 布 函数 法 求解 . 当 y 
<1 时 ,Pryr(Cy) 一 0; 当 y 之 1 时 ， 


Fy(y)=P{Y<y}= p| X |= PI—xr,<X<x,), 
Eep >= VY (y 一 1)/2. 于 是 ,由 图 2.4 知 


的 l 


— e dr 
i V 2T 


e Idr 


— Ky~—1)72 San 


_ ia 1 
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故 POSE =e A, 


2yr y—l) 
! e79 DA, yæl, 
Bp fyly)=42 /m(y—1) 
Ü, y< 1. 


例 10 E M — HE R Br EBR 5B 3 X— z Q) , WJ SF 4 t BB X 
育 为 幼虫 的 概率 为 如 , 且 各 虫 卵 是 否 发 育 为 幼虫 是 相互 独立 的 . 求 
一 只 昆虫 所 生 幼 虫 数 了 的 概率 分 布 . 

解 ” 因 为 X~x(2), 即 P{X=k)==Xe /kl,k=0,1,2,'"". z 
个 虫 卵 能 够 发 育 为 幼虫 的 个 数 了 一 BCz,p) h P) 

Pl{Y=y|X=7x}=Cp ap), y=0,1,2,: z 
由 全 概率 公式 ,得 


P{Y=y}= > P(X=x)P(Y=y|X=x), x€N. 
而 必 有 ysr, B 


_ a Re zr! PE”? 一 A< Q 
PlY=y)= >, xi y! (rz—y)! ` 之 (r— y)! 


Ope > (g=1— 9). 
一 


令 H> OS , 即 得 


(Ap) e~? (Ap) _ 
P(Y =y) = ee 2. y=0,1,",， 


故 可 以 确定 一 只 昆虫 所 生 幼 虫 数 服从 泊 松 分 布 T(4p). 

例 11 设 随 机 点 落 在 以 原点 为 圆心 、.R 为 半径 的 圆周 上 ,并 对 
极 角 是 均匀 分 布 的 , 求 : 

(1) 该 点 横 坐 标的 概率 密度 ; 

(2) 求 连接 这 点 与 点 (一 尺 ,0) 的 弦 长 的 概率 密度 . 

解 (1) 设 被 角 为 随机 变量 @ 一 过 (一 rm) ,网 同上 任 一 点 4 的 
Ë s PR X BEX z, X= Rcos@, FÆ 
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1/2m, —mDw=<Ü=<, 
0, HE. 
r=g ORRERA O =hlr) =arccos (r/R), 40 Æl —x,z ] ERE 
时 ,z ÆL—R, R] ERIA, 18 r= g (0) A E H y AR, H 8Ë Rj yr fi R 
数 法 求 fx(x). 由 图 2.5 知 


Je(0)= 


图 2. 5 

FD =P X< xz=)= Pí(—x=<@0=<-—¿@0 )+ P 0, <0<mx) 
— Ë m= 

=| KOLS f (0)d0 Ik 0, =arccos 


— arccos (r/R) 1 Ef: | 1 d8 
=| 2 + arccos(r/R) 2n 


=] 一 1 ,iccos 二 ， RÆTTAR, 
X R 


€ 


R 


/REC 2), —R<I<R, 
KI o= R: z?) LIL 


0, 其 它 . 
(2) 设 纺 长 为 随机 变量 Z, 取 值 zE [0,2R]. = 一 2Rcos +, 5 i 


Ë 0 二 hh(z) 二 2arccosz(z/2R). 由 图 2.6 知 
Fz =P (Z<x)= P 1(I—x=<0<=—60,)j+ P 0, < O< 


— 2arccosts/2R) 1 x ji 
-| 二 db 十 | Fd0 
— x 27 2arccos(z/2R) 2n 


= 


=1— arccos 2R? OXA ZR, 
2/ (nx 4R —2z), OKZ 2R, 
所 以 f= w 
0, HE. 
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图 2.6 


例 12 设 X 为 连续 型 随机 变量 ,分 布 函 数 为 F(zr) ,密度 函数 
为 ACz) 求 下 列 随 机 变量 的 分 布 函数 与 概率 密度 : 
(1) Y=1/X; (2)Y,=|X]; (3) Y,;=e z. 
fe d) 因为 Fy O) = P.1/X<Yyi; F 
4 y <0 B, H FOX <m ERAF y <X<0),, TE 
Fy Oy) =P(.1/yy<X<0;=F(0)—F(1/yi). 
当 y = 0 BP, H TF 11/X< y) 4 F X<0), T JE Fy Gy: ) = 
F 00). 
3⁄4y>0 时 ,由 于 人 /XX 之 1) 等 价 于 {XX 二 0)U X>) FE 
Fy (y)=F(0)+1—F(1/y;). 
X r-=1/y e z,=—1/yi<0, HARAI 
六 Oo 一 川村 =s) fvi (y: %0). 
(2) 因为 Fy OD =P Xi Sy? =P y< <y: rA 
当 y >0 时 ， 
Fy (y2)=F(y) ~F yz). 
4 y, <0 时 ， Fy, (yz) = 0. 


/Gy,.)-+ f(— y), y. > 0, 
(y) =F (y) = 
因此 Ír, Vz Y, .2 | 0, y, <0. 


(3) 因为 Y;,=e *, 所 以 其 二 一 lnys. 34 y,—> 0 时 ， 
Fy (y) =P le "<y =P{X>— lny =1—F(—iny:). 
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当 y|, <0 时 ， Fy (ys) 一 0， 


三 (一 jn )/ , >0, 
因此 G= Fk D= X232/2335 33 


0, ys 三 0., 
例 13 设 有 一 电路 如 图 2.7 所 示 . 电阻 ro 
R 是 一 随机 变量 ,均匀 分 布 在 900~1100 Q 
之 间 , 电 流 i 二 0.01 A ,nn 二 1000 00, 求 电压 V N R 
=;iR + ir, 的 概率 密度 . 
# ENS R—V(900,1100),V=0.01R 图 2.7 


十 10, 所 以 Y 也 服从 均匀 分 布 ,分 布 区 间 为 
[0.01<X900+10,0.01X1100+101=[19,21], 


1/2, 19<V<21, 
上 (w) 一 
所 以 fv O 0， EÈ. 


例 14 设 X 为 连续 型 随机 变量 , 若 (1) X 的 概率 密度 为 
fx), (2) X—e(À) , 3k Y= Xš 的 概率 密度 . 
解 B Y= X°, I y= x° A PE. 18 198 PE 28 , HT P , H. JZ ER $ç > = 


] - 
y, = 2/3 , 故 


1 _ ] 1 
(1) hD] > y "| = D Zl , Y£. 


(2) H fxr) =—0 FA Ae“ , zx<<0 时 为 零 ,得 


1 — ,9 
一 Me ú / N 2 ° —> 0, 
ror 3 > > 


0, y<0. 
例 15 设 某 工程 队 完 成 某 项 工程 所 需 时 间 及 (单位 :d) 近 似 服 
从 N(100,5”). 工程 队 上 级 规定 :在 工程 在 100 d 内 完工 ,可 获奖 金 
10 万 元 ;在 100 一 115 d 内 完工 ,可 获奖 金 3 万 元 ;超过 115 d 完工 ， 
罚款 5 万 元 . 求 该 工程 只 在 完成 此 项 工程 时 所 获奖 金 的 分 布 律 . 
解 X—N(100,52),Y E X ØRA, PEAN 10,3,—5, 4 
PiY=—s)=P(115<X<+c°)=1—%| | 


° ]03 ° 


=] — (3) =0. 0013, 
P{Y=3}=P{100<X<115) 


1115 一 1001 ` 
-| | 


=@(3)—@(0)=0. 4987, 
| 1002100] 
5 


100—100 
2| | 
P{Y=10}=P{X<100}=6 
—@(0)=0. 5000. 
所 以 ,所 获奖 金 了 的 分 布 律 为 
Y — 5 3 10 
Pr 0. 0013 0. 4987 0. 5000 
故 从 本 例 得 知 , 连 续 型 随机 变量 的 函数 也 可 以 是 离散 型 的 . 
例 16 设 电 流 I 是 一 个 随机 变量 ,均匀 分 布 在 9~11 A Z< Bj. 
车 此 电流 通过 2 Q 的 电阻 ,在 电阻 上 消耗 功率 W=27°, 求 W 的 概 
率 密度 . 
解 ” 反 丘 数 T= 十 /W/2,162<W<=¿ 242. `4 W—0 Bf, 
Fyw) =P{WSw}=| ADAI, 
当 W <0 时 , Fu Cao) = 0. 


1/2, :€ (9,11), 
由 于 G=: / 


0， 其 它 ， 
fu Cau) — 


所 以 Š 
0， 其 它 . 
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一 、 本 章 考 试 要求 | 
1. EILE E K RO EL 3 r f B 8829, BB WE y fü R SN (F (=>) 
。 104 ° 


一 己 {X 委 zj) 的 概念 及 性 质 , 会 计算 与 随机 变量 有 关 的 事件 的 概 
2. 理解 离散 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 的 概念 ,掌握 0-1 分 布 、 
二 项 分 布 . 超 几何 分 布 . 泊 松 分 布 及 其 应 用 . 
3. 理解 连续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 的 概念 ,掌握 概率 密度 
Ae“, x>0, 
0 ， z==<0 
Eg 2) fi PQ 2 Z B] É £ £ , 3 ë IE Z 2 T IIA. TE SX 2yr fi É Pk 
MH. 
4. AR fal S M E 8: RARE di. 
二 、 本 章 重 点 内 容 
求 随 机 变量 相关 事件 的 概率 ,随机 变量 的 分 布 函数 或 概率 密 
度 , 求 随机 变量 函数 的 分 布 . 在 硕士 研究 生 入 学 试题 中 很 可 能 与 随 
机 变量 的 数字 特征 构成 综合 题 . 
(一 ) 离散 型 随机 变量 的 概率 分 布 
1， 从 数 1,2,3,4 中 任 取 一 个 数 , 记 为 了 ,再 从 1,2,…, 邓 中 任 
取 一 个 数 , 记 为 Y, 则 P{Y==2}) 二 . (2005 年 三 、 四 ) 
解 因为 


J w)= 


P{X=i}=1/4 G=1,2,3,4), 
而 P{Y=2|X=1}=0, P{Y=2|X=2}=1/2, 
P{Y=2|X=3}=1/3, P{Y=2|X=4}=1/4, 
故 忆 (7 一 2)} 王 1/4X(0 十 172 十 17/3 十 17/4) 一 13/48. 
2， 设 随机 变量 X 服从 正 态 分 布 W(0,1) ,对 给 定 的 wc (0<a— 
1), 数 zx Wa PX >u =a. # PI IX I< xr)=a,B > FF ). 
(A) ttan: (B) ti-a; (C) we aps; (D) ti-a 
(2004 年 一 、 三 、 四 ) 
解 ” 选 (C). 由 P{|X| 二 zx}==a 知 ,P{|XX| 宇 z}==1 一 &. 又 由 分 
布 N(0,1) 的 对 称 性 知 ,z 二 wo-wyz. 
3， 设 随机 变量 久 ~B(2,p),Y~B(3,p), 厂 PiX 之 1} 二 5/9， 
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则 P{(Y21}= (1997 年 四 ) 

E 本题 的 关键 是 先 求 出 p. 解 方程 

P iXZ=1 =C;p(1—p)+C;02(1—p)=2p— p =5/9, 

得 p= 二 1/3( 负 值 舍 去 ), 于 是 
P iY2Z1)=1—CsX (1/3)?X (1—1/3)=19/27. 

4. 假设 一 厂家 生产 的 每 台 仪 器 ,以 概率 0.7 可 以 直接 出 厂 , 以 
概率 0. 3 需 进 一 步调 试 . 经 调试 后 以 概率 0. 8 可 以 出 厂 , 以 概率 0. 2 
定 为 不 合格 品 不 能 出 厂 . 现 该 厂 生产 了 nn (nz 之 2) 台 仪器 (假设 各 从 
仪器 的 生产 过 程 相互 独立 ). 求 : 

(1) 全 部 能 出 三 的 概率 a; 

(2) 其 中 恰好 有 两 台 不 能 出 厂 的 概率 n; 

(3) 其 中 至 少 有 两 台 不 能 出 厂 的 概率 0 (1995 年 四 ) 

解 ” 记 4=={ 仪 器 需 进一步 调试 }, 记 B= {仪器 能 出 厂 }, 则 有 4 
二 {仪器 能 直接 出 厂 } AB= {仪器 经 调试 后 能 出 厂 }. 

由 条 件 知 ,B= 二 4 十 4B, 且 

P(A)=0.3, P(B|A)=0.8, 
P(AB)=P(A)P(B|A)=0. 3X0. 8=0. 24, 
P(B)=P(A)+P(AB)=0. 7+0. 24=0. 94. 
I X RAMEK n ANa FSE BEAR, W|X— BO ,p)= 
B(n,0. 94) ,所 以 | 
a=P{X=n}=0. 94", 
B=P{X=n—2}=C:X0. 94" 2> 0. 062, 
0 =P 1IX=<xn—2)=1—Pir=xn—1—Pizr=n) 
一 1 一 2 X0. 94"71 X0. 06—0. 94". 

5. 设 F(x) 与 f(x) 分 别 为 随机 变量 X) 与 X; BJ r i PR 39% , 28 
使 F(zr)= 二 aFi(7r) 一 bF;(z) 是 某 一 随机 变量 的 分 布 清 数 ,在 下 列 给 
定 的 各 组 数值 中 应 取 ( ). | 

(A) a=3/5,b= —2/5; (B) a=2/3,b=2/3; 
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(C) a= —1/2,b=3/2; (D) a=1/2,b= — 3/2. 
(1998 年 四 ) 
解 ” 选 (A). 
dim F(x)=1, lim F,(z)=1, 
dim aF (z) bP (rx)=ab=1, 
故 (A) 满 足 此 要 求 . 
(二 ) 连续 型 随机 变量 的 概率 分 布 
L RENEE X 的 概率 密度 为 
1/(3 Yx), <€ 1,81], 
© O, 其 它 ， 
F(x) 是 BJ Y fi PR 3 R PEULE E Y = F (X ) BJ 2r # PE X. 
(2003 年 三 、 四 ) 
a 4 r<1 时 ,f(r)= 二 0; 当 x 这 8 有 时 ,FF(7)= 二 1; 而 当 x€ 
[1 ,8J 时 ,F(z)=| 1/(3Y 77)dr= Y xrl. 
Y= F(X)ÉJ4Fdfi ARAGO), R: 34 y<ç0 GO =0; My 
>1 BF,G(y)=1;34 yE O.D, A 
GOD= PY < y) = P{F(X) <y} 
= P ( ZX — 1< y) = P (X < (y + 1); 
= Flo + j= /G + 1) — 1= y, 
所 以 ,7 一 已 CX) 的 分 布 函数 为 


0， y=< 0， 
G (y) = ys 0< yy 二 1， 


l, yæl. 
2. X, fl X, 是 任意 两 个 相互 独立 的 连续 型 随机 变量 ,它们 
的 概率 密度 分 别 为 fia A 户 (z), 分 布 函数 分 别 为 已 (Cz) 和 
F(x), UJ C ). 
(A) f. G) + f, r) 2; A 38 — BB HU E Et FJ R 28 26 BE ; 
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r) =: 


(B) 广 (Cz) 六 CCz) 必 为 某 一 随机 变量 的 概率 密度 ; 

(C) Filo) + F, z) Z; A 3 — BB HL F Et BJ r f pR 2; 

(D) PCz)EsCz) 必 为 某 一 随机 变量 的 分 布 范 数 .《2002 年 一 ) 
E AD). 


D CAG) 二 fi(z)Jdz=2, 所 以 (A) 不 成 立 . 


(2) I Xi—U(0,2),X,—U(0,4), RÍ 


to 2 
| Ja Cn fr)dzr=| 广义 二 dz 一 1 


2 
所 以 (CB) 不 成 立 . 
(3) F( 二 00)= 二 Fi( 十 50) 十 Fi( 十 oo) 二 2, 所 以 (C) 不 成 立 . 
(4) URE, OSF (zx)Fj(x) 达 1, 单调 不 减 , 右 连续 ,所 以 
D). 
3. 设 随机 变量 XX 与 Y 均 服 从 正 态 分 布 ,XX~N (a, 4), Y~ 
N(p,57), 记 p= 二 PIXSp—4},p: 二 PY 之 py 十 5), 则 ( ). 
(A) 对 任何 实数 ,都 有 bi = bo; 
(B) 对 任何 实数 Ap 者 有 p < p>; 
(C) 只 对 的 个 别 值 , 才 有 p = b: 
(D) 对 任何 实数 ,都 有 bi > po. (1993 年 五 ) 
E AA) 化 为 标准 正 态 分 布 讨论 . 
x 


p=P{X<p—4)=P| ST <) =P <), 


— — Y 
p=PlY>pt5)=P| E> -P| 本 >] 


由 标准 正 态 分 布 的 对 称 性 知 , pi 二 po 
4. 设 随 机 变量 X 服从 正 态 分 布 NWCp,c), 则 随 a 的 增 大 ,概率 
P{|X— =l <o) ( ). | 


(A) 单调 增 大 ; (B) 单调 减 小 ; 
(C) 保持 不 变 ; (D) 增 减 不 定 . (1995 年 四 ) 
解 ” 选 (C). 因为 
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Pi x-a <o p| Zp <), 


G G 
所 以 不 因 o 的 改变 而 改变 . 
是 X 的 分 布 遇 数 , 则 对 任意 实数 a, 有 ( ). 


(A) F(—a)=1—| pr)dz; (B) F(a)=3—| pn)dr: 


(C) F(—a)=F (a); (D) F(—a)=2F(a)—1. 
(1993 年 四 ) 
a (B). hor) =por) H , 8 FE pK 3% HH Zk 3 + y 轴 对 称 ， 
故 
F(a)= 广 一 | wz)dz 
6. 设 随 机 变量 XX 服从 指数 分 布 , 则 随机 变量 Y 一 min(X ,2) 的 
A7 fü PR R ( ). 
(A) FEE EE RI; (B) #/ 8 W 4 3] W Ka, ; 
(C) EER RAR; (D) 恰好 有 一 个 间断 点 . 
(1999 年 四 ) 
f 选 (D).X 是 连续 函数 ,但 在 Y=2 处 ,Y W Ar A A Z] 
| 1—e>, y<2, 
8.TESFO)= Y 5>2, 
7. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
1⁄3, #<x€[0,1], 
jan 若 XElL3,6j， 
0, 其 它 . 
车 上 使 得 P(X 之 &} 一 2/3, 则 有 的 取 什 范围 是 . (2000 年 三 ) 


解 [1,3]. N P(X2>k)=2/3,W% PIX—<k)=1/3. 由 于 


t 1 1 
P(X<1)=| 了 dz 一 了， 
0 


3 
故 有 取 值 范围 是 | 1 ,3j. 
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8. 设 随机 变量 和 服从 (0,2) 上 的 均匀 分 布 , 则 随机 变量 了 一 
X° 在 (0,4) 内 的 概率 分 布 密度 fy Gy) = o (1993 年 一 ) 
1/2, ZE (0,2), 
解 Aw] 0, 其 它 ， 
1 


= z , r = V y ,z' = 一 一 一 
m y y myy M. 由 定理 有 


1 1 1 
— X —— = ° (0,4), 
al 2 y 4 V y 
0, EHEC. 
9. CAMENTE X 的 概率 密度 为 


fGy=->e ， 一 CO 之 XT 之 十 00， 


M X aam AA Fa) = ; (1990 年 一 ) 


Z d g= ler 
|. ze d= zE? r<0, 


解 | 
J. 二 edr 十 | 3 4 e~“di=1— 7e, rQ. 
10. 设 随 机 变量 X 服从 这 信 为 10, 均 方差 为 0 02 的 正 态 分 布 ， 
已 R 


=| mje Pdu, P2. 5) 一 0. 9938, 
-o /DR 


nj X 落 在 (9. 95,10.05) 内 的 概率 为 . (1988 年 一 ) 
解 P (9.95<x<10.05) 
9.95 一 10 .X—10 10. 05—10 | 


=P. 0.02 — 0.02 ~ 0.02 


=2@(2.5)—1=0. 9876. 
11. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
o e7, T0, 
Jx) = 0, z< 0, 
REIER Y =e" 的 概率 密度 SO). (1995 年 一 ) 
解 FrOoD=P{Y<y}=P{e* <y} 
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_ 人 yæl, 
0, y< 1. 
Iny 
u y21 时 ， FrCy) 一 P(X<lny} 一 | e "dz, 


加 0, y<1, 
办 此 RO= OSI, yæl. 
12. 假设 随机 变量 和 服从 参数 为 2 的 指数 分 布 .证 明了 = 三 
1 一 e- 习 在 区 间 (0,1) 内 服从 均匀 分 布 . (1995 年 五 ) 
1]—e =, r—0, 
š p= | 0, ro. 


y=1—e "ERRAR r= > ln(1—) , 则 
G(y)=P(Y<y)=p(1—e”=<y) 
O, 


= P|X< 一 于 ind 一 y) | 


l, 
0, y<0, 
1; yæl. 
, (2x, (0,1), 
13. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 (x) 一 l. 其 它 以 Y 表 
示 对 总 的 三 次 独立 重复 观察 中 ,事件 {X 雪 1/2)} 出 现 的 次 数 , 则 
P{Y=2}= (1994 年 四 ) 
1 _ 1⁄2 _ 12 I 
解 p|x<+)=| 2rdr =z’ 1 -一 4 , 故 
P(Y=2)=Cix| 二 | x+=¿ 
、 VAN (0,1), 
14， 设 随机 变量 X 的 概率 密度 /Cz) 一 | z, BDI X 
进行 n 次 独立 重复 观察 ,以 V, 表示 观察 值 不 大 于 0. 1 的 次 数 , 试 求 
随机 变量 V, 的 概率 分 布 . (1994 年 五) 


. 11] ° 


E p= P 1X=<O0. 1)=| Acoadr=? zdr=0. 01. 
J X<0.1 ARH, M|V,— BG ,0.01), 有 
P{V =m} =C} X0. 01”X0. 997” (m=0,],',n). 
15. 假设 一 电路 装 有 三 个 同 种 电气 元 件 , 其 工作 状态 相互 独 
立 , 且 无 故障 工作 时 间 都 服从 参数 为 (4 二 0) 的 指数 分 布 . 当 三 个 
元 件 都 无 故障 时 ,电路 正常 工作 ,否则 整个 电路 不 能 正常 工作 , 试 
求 电 路 正常 工作 时 间 工 的 概率 分 布 . (1996 年 五 ) 
E AX: G=1,2,3) RRE i 个 电气 元 件 无 故障 工作 的 时 
EJ, Nj X. X,, X, 相互 独立 且 同 分 布 . 分布 函数 为 
] 一 e “, z>0, 
天 (位 ) 一 
Q, c0. 
P GG)E T 的 分 布 函数 . 4 :<0 时 ,GQ()==0; 当 1 之 0 时 ,有 
G(t)= P O T=<t)=1—P T>) 
=] — P {X :,X,>:,X,>t) 
=]—P{X >H P(X D> P {X >t) 
=]—|1— Fa) =1— e7, 
0, tO, 
故 C (#)—= _ 
(1—e WW ， £>0, 
BI T'— e (32). | 
16. 设 随 机 变量 XX 的 绝对 值 不 大 于 1,P{X= 一 1})==1/8， 
P{X=1})=1/4. 在 事件 {一 1 过 XX 过 1) 出 现 的 条 件 下 ,XX 在 (一 1,1) 
内 的 任 一 于 区 间 上 取 值 的 条 件 概 率 与 该 子 区 间 长 度 成 正比 , 试 求 
X BRIAR F(z)= PI X< x). (1997 年 三 ) 
解 ” 显 然 ; 当 过 一 1 t, Fc) =0; M4 r1 时 ,已 (z) 一 1. 又 
|X| 志 1, 故 P{ 一 1 过 X< 之 1} 二 1 一 1/8 一 1/4 二 5/8, 则 由 均匀 分 布 的 
E X KI 
Pi i—1<X=<=xz|—1<X<]1]1)=(X-+1)/⁄2, 
Pui— 1< X<x) 
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=P —1<X=<x,—1<X<1) 
=P (—1<X<1;)P(—1<X=<=x|—1<X<1) 
_— S  Z+1_5SCrT1) 


8 2 16 
即 当 一 1 委 X< 一 1 时 ， 
F(z)= P iX <— 1) + P(— 1< X < >) 
= 1/8 + 5@% + 1)/16, 


0， r<——1, 
故 Pozueta ros —1=<<=<1, 
] ， r=]. 
17. 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
falx) =1/Lr0 tr], 一 co<z 必 十 co， 
求 随机 变量 Y=1 一 YX 的 概率 密度 函数 . (1988 年 一 ) 
解 ” 用 分 布 函数 法 求 .由 
P(Y<y)=P(1— Z X<y)=P(X2Z(1—5)), 
得 FyGy)=P/X2Z(1—y))=1—P I X< (1— y)°) 


(1— y)’ 1 d 
-1 一 | ` x(1+z2) 


— y)? : 
sdy? —co— y< 十 co， 


Fro=Fr O= IT (1— 55]: 
18. 设 随机 变量 XX 在 [1,61]j 上 服从 均匀 分 布 , 则 方程 x 十 Xx 
十 1 二 0 有 实 根 的 概率 是 . (1989 年 一 ) 


解 ” 因 为 A 二 XX 一 4 宇 0 成 立 , 外 之 2, 所 以 
p=(6—2)/(6—1)=0.8. 
19. #X—N(2,2) HPL2<X<4}=0.3, K P(X<0}. 


(1991 年 一 ) 
解 P(X<o)=P|“ <) =1-e| Ç] 


Pl2<X<4)=P |2-2< <t o| 2 


G G 


X—2 _—2 


2 
5 


即 6 + | =0. 3+80)=0. 3+0. 5 一 0 8. 
于 是 P(X<0)=1—0. 8=0. 2. 

20. 设 随 机 变量 X RAES a a Nu, e) >00, BR IK 3 
程 y 4y+ X=0 无 实 根 的 概率 为 1/2, 则 一 
(2002 年 一 ) 

解 ” 知 二 次 方程 无 实 根 , 则 必 有 判别 式 人 = 全 一 4X<0, 即 和 盖 
4. 所 以 ,PX 二 4} 二 1/2, 于 是 ,P(X 二 4)= 二 1/2, 知 x 二 4 RESI 
布 N(p,o) 的 对 称 点 ,从 而 知 = 4. 

21. X, AX: 是 任意 两 个 相互 独立 的 连续 型 随机 变量 ,它们 
的 概率 密度 分 别 为 f(z) 和 f(x), 分 布 函数 分 别 为 Ff; (x) 种 
F(x), WU ). 

(A) 所 i(z) 十 f(z) 必 为 某 一 随机 变量 的 概率 密度 ，; 

(B) Fi(z+)F,(zx) 必 为 某 一 随机 变量 的 分 布艺 数 ; 

(C) Fi(7z) 十 F(x) 必 为 菜 一 随机 变量 的 分 布 晴 数 ; 

(D) 及 (xz)fi(z) 必 为 某 一 随机 变量 的 概率 密度 . (2002 年 四 ) 

解 ” 选 (B). 

因为 | [C/Gz) 十 4x)Jdz 一 2, 所 以 (A) 不 成 立 ， 

因为 lim[LFi(z) 十 Fa《x)J 二 2, 所 以 (C) 不 成 并 . 

BN X,—U(0,1),X,—U(1,2), MJ f, (z), PCz) 不 能 成 为 
随机 变量 的 概率 密度 ,所 以 (D) 不 成 立 . x 

而 F(z),Fs(Xx) 经 过 验证 ,满足 不 减 性 、 有 界 性 和 右 连 续 性 ， 
所 以 为 某 一 随机 变量 的 分 布 函数 . 
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第 三 章 ”多 维 随机 变量 及 其 分 布 


第 一 六 ”二 维 随机 变量 及 其 概率 分 布 


主要 内 容 


1. 二 维 随机 变量 及 其 分 布 洱 数 
X X X, 是 定义 在 同一 样本 空间 0 上 的 随机 变量 , 则 
JBE (X, X XORA n 维 随机 变量 或 n 维 随机 问 量 . H n= 2 
时 , 称 为 二 维 随机 变量 , 记 为 (X ,7 了) 或 人,7). 
对 于 任意 实数 z,y, 二 元 函数 
F(x,y) =P{X Sr, YSy} 

称 为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 函数 ， 
2， 联 合 分 布 函数 屎 (zy,y) 的 性 质 
Arta AR F (z, y) fE (z, y) FE BJ 18 sz 

是 随机 点 (X,Y) 落 在 图 3. 1 Pr 2 P) 

(rz,y) 为 顶点 的 位 于 其 左下 方 的 无 穷 短 形 

域内 的 概率 . 

分 布 函 数 具 有 以 下 性 质 : 

(1) F(x,y) 是 变量 x 和 yy BJ SPK ER AY. 图 3.1 

(2) 0 入 PCzyy) 委 1, 且 
lim F(x,y) =0, lim FCr,y)=0, 


sE 了 固定 
l m  F(rz,y)=0, lim F(r,y)=1. 
— I 


TY -一 C 
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(3) Fa, y) X F AER, ATF y ti, 8 yE 2 , Bl 
F(zm,y)=F(r+0,y), F(r,y)=F(a=,y-+- 0). 
(4) SHER Crissy) Cry) A aLr yi Ly W 
FCs y) ~E Cty S F (zm, , y. Fr, yi ) > 0. 
相当 于 随机 点 (X,Y) 落 在 图 3. 1 中 国有 交叉 线 的 阴影 区 域内 的 概 
率 ( 其 右上 角 顶 点 为 (zz,yz), 左 下角 项 扎 为 (zyi))， 

3. 二 维 离散 型 随机 变量 及 其 概率 分 布 

如 果 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 所 有 可 取 值 为 有 限 对 或 可 列 无 限 
多 对 , 则 称 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 . 

若 (X,Y) 的 所 有 可 能 取 值 为 (zy 一 1,2,…， 则 称 
P{X=zxi,Y 二 yj) 二 pi 为 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 概率 分 布 
sk X MY 的 联合 分 布 律 . 

联合 分 布 P{ 了 二 zi, 了 二 y;) 二 pj; 有 以 下 性 质 : 


20, 之 之 加 一 上 
离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 具 有 形式 
F (z, y)= > > ps: 


4. 二 维 连 续 型 随机 变量 及 其 概率 密度 
设 对 二 维 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 分 布 函数 F(x,y), 存 在 非 负 函数 
f(x，y) ,使 得 对 于 任何 的 z,y* 有 
F(x,y) =| | G u )dudv, 


则 (对, 了) 为 二 维 连续 型 随机 变量 . RAS a RAX YRKE 
概率 密度 AS. 

5. 概率 密度 函数 f(x,y) 的 性 质 

G) f(z,y)>0, BRE f (z ,y) N AE Ha PR 3 ; 

(2) WW S to, 十 oo) 一 1; 


FF (zx, 
(3) 在 Jr, y WERA, y) 有 一 一 一 一 一 —— I (z, y); 
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(4) 对 xOy 平面 上 的 任意 区 域 G, 扩 (X,Y) 落 在 G 内 的 概率 是 
P{(X,Y)EG}= | fr, wardy 
Ç 


疑难 解析 


1. 事件 {X 委 z,Y 委 y} 表 示 事 件 (X 委 z) 与 人 Y 委 >y)} 的 积 事件 ， 
#fIZ PI X<+r,Y<y) A— ET P IXS<Sxz P IYSy)? 

Z ”与 仅 当 事件 4,B 相互 独立 时 才 有 P(AB)==P(A)P(B) 
一 样 .这 里 , 依 磁 法 原理 ,有 

P(X<x,Y<y =P XS<Szx P IY<y|X< zx), 
HMA, "4 P (X< x MP YSy HH har hF, 8 P IY< y| XS>) = 
已 (Y 委 7y}) ,因而 下 式 成 立 : 
P IX<x,Y<y)=P/(IX=<=x P Y< y). 

2. F(XLa YKL) 5R Aa, Yb 是否 为 对 立 事件 ? 
为 什么 ? 

答 事件 {Xa,Y 了 5) 与 事件 ; 
(Xa, 了 >>5}) 不 是 对 立 事 件 , 由 图 3. 2 M, 
事件 {X 委 cyY 委 2 发生 , 即 随机 点 (和 ,了 了) Z 
落 在 图 左下 部 阴影 区 域内 ;事件 {Xa,，Y YS 
> 发 生 , 即 随机 点 (X,7) 落 在 图 右上 部 
明 影 区 域内 . 它们 的 和 事件 不 迟 盖 全 平面 
区 域 , 所 以 不 是 对 立 事 件 . 

3. 计算 概率 P{(X,Y)EG}) 时 应 注意 些 什么 ? 

答 ” 当 (X,Y) 是 离散 型 随机 变量 时 ， 


P((X,Y)C€G)= > >`. 
(r. EG 


注意 ,必须 找 出 G 内 所 有 使 pio 的 点 (x;,y;) , AS B6 38 08. 
A (X ,Y)E # 2 J pE JL F Ht HJ , 
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注意 ,必须 正确 确定 二 重 积 分 的 积分 限 . 特别 是 在 区 域 C 要 分 块 计 
算 时 ,不 要 有 遗漏 或 重复 求 积 的 现象 发 生 . 

#E3K (X ,Y)BJ r fa RR F (z, y)BF, A R° 平面 上 的 各 个 区 域 
的 概率 都 要 正确 求 出 ,并 按 顺 序 累 积 ( 可 运用 矩形 区 域 的 和 逆 等 运 
算 , 求 得 F(zr,y)). 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


一 .二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 的 求法 

在 理解 二 维 随 机 变量 和 二 维 随 机 变量 的 分 布 图 数 等 概念 的 基 
础 上 ,确定 实际 问题 中 的 (X,7) 的 所 有 可 能 取 值 .通常 可 以 由 定义 
与 上 古典 型 概率 方式 求 出 P{X 二 zxi,Y 了 = 二 y;)) ;但 有 时 要 借助 于 事件 的 
关系 与 运算 人 性质 ,如 和 、 差 、. 积 .独立 性 与 全 概率 公式 等 来 求 . 将 全 
部 P{X=xi, 了 二 yj} 列 出 , 即 得 CX,Y) 的 分 布 律 . 

二 、 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 的 求法 

求 二 维 离散 型 随机 变量 的 分 布 兢 数 时 ,不 仅 要 正确 计算 pijo 
更 要 注意 验证 是 否 满足 分 布 吨 数 的 性 质 . 

例 1 在 元 旦 茶话会 上 ,每 人 发 给 一 袋 水 果 , 内 装 3 只 橘子 ,2 
只 苹果 ,3 只 香 蓄 . 今 从 袋 中 随机 抽出 4 H L) X iS F 3 Y wE 
HA RANKS NE. 

E 义 可 取 值 为 0,1,2,3,Y 可 取 值 0,1,2. 
P{X=0,Y=0}=P{Ø)=0, 
P{X=0,Y=1}=C3CCi/Ci=2/70, 
P{X=0,Y=2}=C0CCiCi/Ct= 3/70, 
P{X=1,Y=0}=CiC2Ci/Cs=3/70, 
P(X=1,Y=1)=Ci;C!C:/Ci=18/70, 
P(IX=1,Y=2)=C;C;C;/Ci=9/70, 

e 118 ° 


P(X=2,Y=0)=C:C°C:/C;=9/70, 
P(X=2,Y=1)=C:C!:C1/C;=18/70, 
Pí(X=2,Y=2)=Cš:C;:C3/Ci=3/70, 
P IX=3,Y=0)=C;C;C;/C;s= 3/70, 
P (X=3,Y=1;=C5;C;Cs/Cs=2/70, 
P(X=3,Y=2)=P(@)=0. 

所 以 ,(X,7) 的 联合 分 布 律 如 下 : 


0 


3/70 9/70 3/70 
2/70 18/70 18/70 2/70 


3/70 9/70 3/70 0 


例 2 将 一 枚 均匀 硬币 掷 三 次 ,以 匡 记 正面 出 现 的 次 数 , 以 了 
记 正 面 出 现 次 数 与 反面 出 现 次 数 之 差 的 绝对 什 , 求 随机 变量 
(X,7) 的 分 布 律 . 

解 X 的 可 取 值 为 0,1,2,3,7 的 可 取 值 为 1,3. 由 Y= 
|X—(3—X)|#I: 4X=0,3BF,Y=3;34X=1,2 时 ,了 ==1. 利用 二 
项 分 布 可 得 

P{X=0,Y=3}= (1/2)’=1/8, 
~ P{X=1,Y=1}=C;X1/2X (1/2) =3/8, 
P{X=2,Y=1}=CiX (1/2) X1/2=3/8, 
P{X=3,Y=3}=CiX (1/2) =1/8. 
所 以 ,(X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


例 3 BAX KREDA 
P{X=—2}=P{X=—1}=P{X=1}=P{X=2}=1/4, 
.119。 


求 :(1)7 了 ==X? 的 分 布 律 ; (2) 求 (X,Y) 的 分 布 律 . 
解 Y= X: 的 分 布 律 为 


Pi 1/2 1⁄2 


因为 和 = 一 2, 了 = 一 4, 所 以 ,由 事件 的 等 价 性 ,有 
PI IX=—2,Y=4)=P1X=-—2)=1/1. 
[Fj E P{X=—1,Y=1}=P{X=—1}=1/4, 
P(X=1,Y=1)=P1X=1)=1/⁄4, 
P{X=2,Y=4)=P{X=2)=1/4. 
所 以 ,(CX,7) 的 联合 分 布 律 为 


例 4 一 箱 零 件 有 10 个 ,其 中 有 2 个 一 级 品 ,7 Sin 1 个 
次 品 . 从 中 任 取 3 个 ,用 环 记 其 中 的 一 级 品 数 ,了 记 其 中 的 二 级 部 
数 , 求 (X,7) 的 联合 分 布 律 . 

解 X 的 可 取 值 为 0,1,2,Y 的 可 取 值 为 0,1,2,3. 由 题 设 知 ,2 
之 久 十 Y 过 3, 故 

P{X=0,Y=0}=P{X=0,7=1}=0, 
P{X=1,Y=0}=P{X=1,Y=3}=0, 
P{X=2,Y=2}=P{X=2,Y=3)=0, 
PIX=0,Y=2=C1C:1C1/C2=7/40, 

PtIX=0,Y=3)=C°CIC°/C3=7/24, 
PI(X=1,Y=1)=C!C!:C1/Cih=7/60, 
P(IX=1,Y=2)=C;C;:C1/Cu= 7/20, 
PI IX=2,Y=0)=Cš:C%C1/C3=1/120, 
PI(X=2,Y=1)=Cš:C:C°/CX=7/120. 

. 120 ° 


所 以 ,(X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


0 0 0 7/40 7/24 
] 0 7/60 7/20 0 
2 1/120 7/120 0 .0 


BS 一 盒 内 装 有 大 小 相同 的 21 个 球 ,分 别 标 有 号 码 1,2,…， 
21. 现 从 盒 中 随机 取出 一 球 , 以 X=0 AXI 分 别 记 取得 球 的 号 
码 为 偶数 和 奇数 的 事件 ,以 Y==0 和 Y=1 分 别 记 取 得 球 的 号 码 为 3 
的 倍数 与 不 是 3 的 倍数 的 事件 , 求 (X,7Y) 的 联合 分 布 律 . 
解 〈X,7Y) 的 可 能 取 值 为 (0,0),(0,1),(1,1),(1,0), 要 找 出 
它们 的 积 事件 . 
样本 空间 基本 事件 总 事件 数 为 21. (0,0) 含 号 码 为 6,12,18 等 
三 个 事件 ,(0,1) 含 2,4,8,10,14,16,20 等 七 个 事件 , (1,0) 含 3,9， 
15,21 等 四 个 事件 ,(1,1) 含 1,5,7,11,13,17,19 等 七 个 事件 . 由 证 
典型 概率 计算 公式 , 求 出 
P(0,0)=1/7, P(0,1)=1/3, 
P(1,0) 一 4/21， P(1,1)=1/3. 
所 以 ,(X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


例 6 将 一 均匀 硬币 搓 三 次 ,以 式 记 前 两 次 正面 出 现 的 次 数 ， 
BY 记 三 次 中 正面 出 现 的 次 数 , 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 
解 XX 可 取 值 为 0,1,2,Y 可 取 值 为 0,1,2,3. 显然 (0,2)， 
(0,3),(1,0),(1,3),(2,0),(2,1) 为 不 可 能 事件 ,概率 为 零 . 而 
P(X=0,Y=0)=P(X=0,Y=1)=(1/2)°=1/8, 
P{X=1,Y=1}=C1X (1/2)2XX1/2=1/4, 
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PIX=1,Y=2)=C1x (1/2)2X1/2=1/4, 
PI IX=2,Y=2)=P1X=2,Y=3=(1/2):'=1/8, 
EW U, (X ,Y)BJIK Sr Ayr #fi #Ë >g 


例 7 设 离 散 型 随机 变量 (X,7) 的 分 布 为 
pi = G+ J)/30, i 二 0,1,2,3 B =0,1,2. 

求 ;(1) P IX>2,Y<2); (2) P{X>Y}; GB) P{X++Y=4}. 

解 (1) FA(X>0,Y <2 BE G3,2), (3,1), 3,0), Br) 

P IX>2,Y<2)=[(3+2)+ (S+ 1)+ (3+-0)]/30=2/5. 

(2) 事件 (久之 了} 包含 (1,0),(2,1), (2,0), (3,2), (3,1), 
(3,0), 所 以 

PIX>Y}= (1 -+3+2+5+4+3)/30=3/5. 
(3) 事件 { 和 十 7 一 4} 和 包含 (2,2), (3,1), Fr J 
Pi iX+Y=4)=(4+4)/30=4/15. 

例 8 A.YA RRO Fa, y) K F (z ,y)378: 

(1) Pta<z<0b,Y<c); (2) P{0<Y<b}; 

(3) P(X=a,Y<60;. 

解 Pia<x><b,Y<c)=F0b,c)—F(a,c), 

P10<Y<b5)=F(+co,b)—F(—+co,0), 

PI IXB>a ,Y<b)=1+F(a,b)—F(+eo,b)—F(a,+eeo). 

三 .二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 计算 通常 存在 的 几 个 问题 

(1) 已 知 分 布 形 式 , 求 分 布 的 密度 函数 和 分 布 函数 . 解决 这 拓 
问题 的 方法 ,一 般 是 依据 分 布 的 定义 ,由 题 给 条 件 讨 论 . 要 注意 不 
同 区 域 上 密度 函数 的 不 同 表 示 形 式 , 将 密度 区 数 与 分 布 汽 数 写成 
分 人 段 函数 形式 

(2) 已 知 函 数 , 讨 论 其 是 否 是 二 维 随机 变量 的 分 布 图 数 或 密 
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E RA. 解决 这 类 问题 的 主要 依据 是 ,已 知 浮 数 是 否 符合 定义 , 特 
别 要 注意 验证 是 否 满足 分 布 消 数 或 密度 孙 数 的 性 质 . 

(3) 已 知 函 数 ,确定 函数 中 的 参数 , 求 分 布 函数 或 密度 函数 ， 
并 求 事件 的 概率 . 解决 这 类 问题 应 首先 依据 分 布 贤 数 或 密度 函数 
的 性 质 , 然 后 分 区 域 讨 论 , 正 确 确 定 各 积分 区 域 的 积分 限 , 计 算 二 
重 积 分 ,依据 结果 写 出 分 布 函 数 或 密度 区 数 . 在 求 给 定 区 域 上 概率 


时 ,关键 是 将 区 域 用 不 等 式 组 表 出 ,顺利 地 将 | f(z,y)dzdy 化 为 
一 次 积分 . 要 注意 积分 区 域 的 分 块 与 积分 限 的 配置 


例 9 说 明 函 数 | 
z<0 或 y<0 R z+ y<1, 


Fl )=( 
— l, 其 它 
不 是 二 维 随 机 变量 的 分 布 咬 数 . 
R s 


F(—eo,y)=F(zwz=,—eo)=0, 下 (十 ce 十 ceo) 一 1， 
且 F(zx,y) 对 xz 与 y 右 连续 和 单调 不 减 ,但 是 ,夺取 Xi 二 yi 二 0. l, 
二 y; 二 1.1, 则 有 
FO), y.) — Fr yy)— Fr y) HE CTi, Y1) 
二 ] 一 ] 一 1 十 0 一 一 1. 
ik J P (r, <X<xr,,y,<Y<y;)>0 2 JS , k F (z , y) As R: — # Ba HL 
变量 (X, 了 ) 的 分 布 函数 . 
例 10 ieh ER 
和 r>0,y>0, 
F (z ,y)= 
1/2, 其 它 
ESA AMI EEX, Y) HIA TE RR. 
解 ” 不 是 . 因为 它 不 满足 分 布 函 数 的 性 质 
lim F(xz,y) =1/2=0. 


Y =- OO, 


pæ 
Si 11 设 gCz)>>0, 且 | g(z)dr=1,#8 


2g( rty) 
——, 0O0O=<x,y<-+-eə°, 
ran x Ar + y 5t 
0, 其 它 . 


问 :f(x,y) 是 否 可 以 作为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 函数 ? 
解 ” 可 以 .显然 ,f(z,y) 之 0, 是 不 减 函数 ,又 
Wu: Vr Ty) 


dzdy 
-> w rF y 


— x 


x /2 + co 2 十 cc 
=| dof 和 sc)dr=| g(r)dr=1 
0 Tt 0 


b 


AEREE ARRE, A, B| L IE RSS FE (X ,Y B 


TE # BE PR 2X. 
例 12 说 明 函 数 
ZX 十 yy， x 十 y 之 2， 
f(z»)= | 0. 其 它 
不 能 作为 随机 变量 (X,7) 的 概率 密度 函数 . 
解 因为 


十 co f+ 
| | f(x,y)drdy = | Cr+ y )drdy 


= | “aof ` rar 一 2x 关 1 
不 符合 概率 密度 函数 性 质 , 所 以 不 能 作为 (X,Y) 的 概率 密度 函数 . 
例 13 求 在 区 域 G 上 服从 均匀 分 布 的 随机 变量 (X,Y) 的 密度 
函数 与 分 布 函 数 , 其 中 G 由 直线 z=0,y 
二 0,y 二 xX 十 1 所 围 成 . 
解 ” 如 图 3. 3 所 示 , 先 计算 G 的 面积 
Sc,Sc 二 1/2, 所 以 (X,Y) 的 联合 密度 为 


2， (X,Yy)EG, 
f 9 ) 一 
“2 lo, 其它. 
f3. 3 R (zr,y) 需 要 分 区 域 进行 讨论 . 


e 124 ° 


(1) Hr<—1 或 y 二 0 时 ,有 
f z,y)=0, F(z,y)=0. 


Forsy)=)| dz| 2day+f az[24y= Qz y+ 2y. 
(3) 4—1<<x<0,y>=<=+1 时 ,有 
F (z, y) -| dz| 24y= (z+ 1)°. 
(4) 24 z220,0<y<1 时 ,有 
FGs)=| dr] 2dy+| dz| 2dy= (2—»)y 
(5) 当 z 守 0,y 之 1 时 ,有 f(x,y) 二 1. 
所 以 F(z,y) 是 一 分 段 明 数 


0， r<—1 或 y<<0， 
(27 一 y 十 2)y， —1<x+<0,0<%y=<zx+1, 
F (z, y)= (r+, — I] Kr <0, yzr+ l, 
(2 一 y)y， rz—0,0=<y<1, 
l, Z 之 0,y 之 1 


例 14 ”随机 变量 (X ,7Y) 在 区 域 C:a 委 z 魏 0,c 委 7y 委 d 内 服从 均 
可 分 布 , 求 f Ce, y) j F(x,y). 
解 ” 设 (X,Y) 的 概率 密度 为 


Fe ) 一 W a< r<b,c< y<d, 
Z, Jy 一 0, 其 它 ， 
十 ee f+ b d 
则 1 =| | fz,ydzdy=| dz| Ady 
~ A(b—a)(d—e), 
所 以 A=1/[(6—a)(d—ce))]j, 
1/L(b—a)(d—c)], aKT b, c Kyd, 
0, HEC. 


同上 题 方 法 ,分 区 域 讨 论 ( 见 图 3. 4) ,得 
“ 125 ° 


< 


| 


O, r—a,y<c, 


= =S. a< r<b,c<y<d, 


(y—c)/(d—c), r=b,c<y<d, 
(z—a)/(b—a), a=<=xr<b)b,y>d, 


F(z,y)= 


l, | rb, yd. 

#J 15 设 二 维 随 机 变量 (X,Y)~N (jp,pw,01,03,0), 其 概率 

密度 为 z 
fG,y)=— == pT t Heyt 一 8 一 23 十 16 ， —co<r,y<+oo, 

求 参数 jp ,po，,01,0;,p 的 值 . 

解 ” 因 为 

4X: 十 2Xy 十 y: 一 8X 一 27 十 4 4Cx— 1) taz Dyty 

6 2( / 3)? 


所 以 ,与 二 维 正 态 分 布 的 密度 图 数 比 较 , 得 
=l, m=0, ai 一 1， os 一 4， p= 二 一 1/2. 
故 知 (X,Y)~N(1,0;1,4; 一 1/2). 
例 16 设 二 维 随机 变量 (X， 站) 的 概率 密度 为 
frp)=Ae 2029 or, y< +o, 
求 :(1) 系数 4 的 值 ， (2) REX YKI E RITT AR 
(3) P{X>Y). 
解 o| | 4e “dzdy ( 极 坐 标 代 换 》 
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2T + °° 2 
=| dd| Ae ojrdr 一 200r4 一 1 ， 
0 


0 
得 A 二 1/(200x). 
e 一 (z2+ y2)/200 


1 1 (z2/100+ y2/100)/2 
* 


(2) fy) = 3007  2m>X 100 
Fl, (X .Y)— N(0,0,102,102,0), E — £ IFEZS£ A M. 
(3) HXI#EPE,P IX Y) =P [ X<Y);)=1/2. 

例 17 EELEE, YN AAA 


— 3 7—3? 3 “>, —0, —0, 
Flr) = 十 X A Y 
0, 其 它 ， 
求 :(1) 常 数 c; 〈2) 概 率 密度 函数 f z, y). 
+o fto 
解 GD) 由 1 一 | | (c—3 *—3 ”+3 “ ”)drdy=c,fš8c=1. 
_dF(z,y)_ 9 o sao oy 
(2) Jy) = ay = 3 in3 一 3 ln3) 


=3 * (n3), XY 之 0,y 宇 0. 


3-*-"(In3)2, —x—0,y>0, 
[24 /oy)— | 
0, HEC. 


例 18 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
-1 JEFF), r+ y2<R:, 
J (x,y)= 


0, 其 它 ， 
求 :(1) 系数 4 的 值 ; 
(2) 概率 P (X ,Y)€ z+ y”) “(r< R). 
解 和 需 利 用 极 坐 标 代 换 


十 co f+ 
(1) 1 =| | f(r,y)dzxdy 
一 A(R— /x°+ y )dzdy 
rty LR? 
2x R 
=4| dg| (R—r)rdr= AnR’/3, 
Ü O 
得 A= 3/(xR’). 
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(2) P(X, YEr Hy Sr) 


3 2R r 
-| dg| (CR 一 mrdr 
3 
Rš 3R 
例 19 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
b(6—z—y), 0<<x<2,2<y<4, 

f z, y)= 
0, HEHE, 
求 ;(1) 常数 Ri (2) P(X<1,Y<3;; 

(3) P(X+Y=< 4 (W. 3.5). 


+o f+ 
解 of | f(x, ydrdy 


2 
= |a] k(6—r— y)d<x 
2 “Jo 


4 
=k| (10—2y)dy=8k, 
图 3. 5 故 k=1/8. 


3 fl 
(2) PIX<I ,Y<3)=| dy| 工人 6 一 z 一 dy 
2 “Jo 


=| 44- |a _ 3 
37 3 8 


2 4 — £ 
(3) PIX+Y<4)=+| dz| (6 一 7 一 
Ü 2 


例 20 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


fa p= O 1 r>0,y>0, 


0, 其 它 ， 
求 : (1) F(x,y); 


(2) P{(2X+3Y<6}. 

解 (1) 分 区 域 讨 论 ( 见 图 3. 6). 
当 y<0,y<0 RF, Fr, y) =0. 
i r>0,y>0 时 ， 
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F (z, y) =| dy| se -rdz= (1 一 e “)(1—e >). 
Ü 0 


(1—e “)(l—e ”), zx>0,y>0, 


0, 其 它 . 


(2) 已 (2 和 十 37 委 6) 


3 2{3— +)/3 
— (2r+3y) — (2x++ 3y) 
一 II 6e 7 ”dzdy 一 | dz| e ~ “dy 
Ü Q 


=1—7e °=0. 9826. 
例 21 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密 


度 为 
1/2, 0 委 Z 委 1,0 委 y 委 2， 
/cr 一 | O HE, 

求 :X 与 了 中 至 少 有 一 个 小 于 172 的 概率 . 

解 事件 { 和 与 了 了 至少 有 一 个 小 于 
1/2} 等 价 于 随机 点 (对 ,了 ) 充 满 图 3.7 rH S. 
US,US;, 所 以 

P = II f(r,y)drdy 


172 172 1 172 2 1 1 1⁄2 ] 
-| ' dz| dy 十 | dz| ay 二 | „dzl ,2dy 
=(1/2X1/2+1/2X3/2+1/2X1/2)/2=5/8. 
也 可 直接 用 几何 型 概率 求解 ( 记 S 为 边 长 分 别 为 1 和 2 BJ E [Bl 
积 ) , 则 


P =(S  +S,+ S,;)/ S 
=(1/2X1/2+1/2X3/2+1/2X1/2)/2=5/8. 
例 22 REWER ,Y, Z) S E RROA 
— (z+ y+ z) 
fayd" ° r—>0,y— 0,z—0, 


Ü, 其 它 ， 
RNE P IX<Y<7Z). 
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p(xX<Y<Z)= || £/C,y,z)drdyd: 


+ ce + c 十 co 
— (r+ y+ z) 
=| dz| dy| € > dz 
Ü + xy 
+ ea + c 
x 


— [ e j e>] | ede] dy az=. 
例 23 设 二 维 随 机 变量 (X,7) 的 概率 密度 为 
l/y, 0<x<y,0< y<1, 
faw 其 它 ， 
RkK.PIX+Y2>1/2) (L 3.8). 
解 P'ir+ y>1/2) 
=1—P(X+Y<1⁄/2) 


a lj 
=1 一 | 1 Fi y > 


第 二 节 ”二 维 随机 变量 的 
边缘 分 布 与 条 件 分 布 


主要 内 容 


一 ,二 维 随机 变量 的 边缘 分 布 
1. 边缘 分 布 函数 
组 成 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 随机 变量 天 ,Y A A A Aa R 
Fx(x) ,Fy(y) 称 为 二 维 随 机 变量 (X,Y) 关 于 久 和 关于 了 的 边缘 分 
布 函数 . 
边缘 分 布 函 数 可 以 由 (和 ,7 了 ) 的 分 布 函 数 尼 (zy) 确 定 , 即 
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Fxtz)=P X<&zr,Y<+co)= lim F(z,y)=F(z,+eo), 
Fr =P( X<+, Y<y) = lim Fix,y)=F(+co,y). 
2. 边 绿 分 布 律 
设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
P{X =x, Y =y; = pi, 7 一 1 2.， 
M XY 的 边缘 分 布 律 为 


P(X=<=,)= p: Dp [一 1,2，…， 
P{Y=y;) = Dp j=1,2, 
3. 边缘 概率 密度 
设 二 维 连续 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 密度 为 1x,y), 则 
关于 X E Y 的 边缘 概率 密度 为 


+ — + co 
fxG)=|_ f r, y)dy, 方 CO) 一 | frydz. 


二 、 二 维 随 机 变量 (X,7Y) 的 条 件 分 布 
1. 条件 分 布 律 
设 二 维 离散 型 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 
PI(X==x;,Y=yj)= pi 1,j=1,2,., 
x X #lY 的 边缘 分 布 分 别 为 
P IX=x;)=p. 和 PlY=y,}=p.,), 
MI FEER j A PYS y) = p. 0,#K 
Pir=X|Y =y} = p;/p.; 1=1,2;," 
为 在 条 件 了 =y; 下 ,随机 变量 和 的 条 件 分 布 律 . 
TAER i A PXS) = pi. 之 0, 称 
PlY=y|X=zx}=pi/pi., 7 一 1 2 
为 在 条 件 久 二 x; 下 ,随机 变量 Y 的 条 件 分 布 律 . 
2 条件 分 布 函数 
给 定 y, 设 对 于 固定 的 任意 e 汪 0,P{y 一 e 达 Y 全 y 十 e} 之 0, 且 对 
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任意 实数 zx, 极 限 
lim P (X<x|y—e<Y=< y+e) 


rot 


= = lim PiX<z,y— s<Y=< y+e)/P(y— Ee<Y ye) 


rr-0t 


存在 ,; 则 称 此 极限 为 在 条 件 了 =y F X 的 条 件 分 布 贤 数 , 记 为 
Fzxiy lz |y). 
设 (X,7 了 ) 的 联合 分 布 肖 数 为 f(z,y), 联 合 概 率 密度 为 
Sasy). 车 在 点 (x,，y) ,f(zx,y) 连 续 , 边 绿 概率 密度 fy(y) 连 续 , 且 
fy(y)>0, M 


f f(y) du z f(u y) 
Fx (z|y) = Fy) -f T, (y) dz 


称 Saral =EL AERE Y =y F X 的 条 件 概率 密度 
类 似 地 定义 


I vdu 7 f(x,v) 
EAE 一 oo fx) 


frol =R., 


二 维 随机 变量 (和 X,Y) 的 联合 分 布 唯一 确定 边缘 分 布 , 也 唯一 
确定 条 件 分 布 .反之 却 不 一 定 成 立 . 


Fyix Cy |+) =— do, 


疑难 解析 


1. 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 . 边 缘分 布 和 杀 件 分 布 之 
间 存 在 什么 样 的 关系 ? 
答 ”由 定义 知 ,(X,7) 的 联合 分 布 唯一 确定 关于 人 和 关于 了 
的 边缘 分 布 , 也 唯一 确定 条 件 分 布 . 反之 ,边缘 分 布 与 条 件 分 布 却 
不 一 定 能 唯一 确定 联合 分 布 .但 由 
f(z,y)= fx(z)fyx(y|z)= fy(y)fxiy (z | y) 
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知 ,一 个 条 件 分 布 和 它 对 应 的 边缘 分 布 能 唯一 确定 一 个 联合 分 布 . 

例如 ,二 维 正 态 分 布 (X,7Y)~NCmyyatcy,o) 的 边缘 分 布 
E. X—N(g,62)#IY— N(.u, 62) 很 明显 与 2 无关; 而 (X,Y) 的 边 
缘分 布 X,Y, 当 不 同时 却 可 以 得 到 不 同 的 联合 分 布 

N (¿a +u O15250). 

学 完 下 一 节 后 我 们 将 知道 , 当 组 成 (X,Y) 的 和 ,了 相互 独立 
时 ,有 PI(IX<<x,Y<y)=P(X=< z) P(Y< y) BI F(z, y) = 
Fx(x)Fy(y). 于 是 知 ,X,Y 相互 独立 时 ,边缘 分 布 能 唯一 确定 联 
合 分 布 ,从 而 知 条 件 分 布 也 能 唯一 确定 联合 分 布 ， | 

2. 二 维 随 机 变量 的 边缘 分 布 与 一 维 随 机 变量 的 分 布 有 什么 
联系 与 区 别 ? 

答 ” 从 某 种 意义 上 讲 , 二 维 随机 变量 的 每 个 边缘 分 布 是 一 维 
随机 变量 的 分 布 . 如 ,二 维 正 态 分 布 (X,Y 了) 一 N a, Hdi p) 
WE yfi X— N(za 61) ,Y— N (pj,02) 具 备 一 维 分 布 的 性 质 , 所 以 
说 ,边缘 分 布 与 一 维 分 布 有 联系 . 

但 是 从 严格 意义 上 讲 ,二 维 随机 变量 的 边缘 分 布 是 定义 在 R 
平面 上 的 ,而 一 维 随机 变量 的 分 布 是 定义 在 实 轴 上 的 ,两 者 的 定义 
域 不 同 . 如 (X,Y) 的 边缘 分 布 Fx(z)= P ( X<x ,Y < + co ) K 7 Fl 
BL (X ,Y)3g EX P (—co< X<x,—co<Y< + °) A BJ 2 , N 
PFCz) 一 P{IX 坟 zxz)} 表 示 随 机 点 X 落 在 区 间 ( 一 ,zj 上 的 概率 . 两 者 
EA KIJK. 

3. 为 什么 不 能 用 条 件 概 率 定 义 直接 定义 连续 型 随机 变量 的 
条 件 分 布 ? 

答 ” 在 第 一 章 中 得 知 ,P(4|1B)=P(4B)V/P(CB) 当 PCB)>0 
时 成 立 ,在 离散 型 随机 变量 时 ,可 以 借 此 定义 ,用 条 件 概率 定义 直 
接 定 义 条 件 分 布 

PiX =x: |Y =y} =P{X =x, Y= y) /P{Y 5y) 5 pijl b-i. 

但 是 ,在 连续 型 随机 变量 的 情形 ,因为 在 任 一 点 (x,y) ,概率 

PIX=x,Y=y)=0, P{X=zx}=P{Y=y}=0) 
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所 以 ,不 能 用 条 件 概 率 定义 来 定义 条 件 分 布 .要 定义 一 个 区 间 
(7 一 s<CX<z+es) 或 {y—e<Y<y+e}, 
使 P(z—8< X< z+ =#)>>0 sk PI y—£<YYY=< y+ e) 0,431 u MER 
分 式 的 分 母 ,然后 用 e->0 的 极限 得 出 条 件 分 布 的 定义 
Fur(z|y) 一 PEX<zlIy 一 分 一 lim w e n, 
4. 两 个 正 态 随机 变量 的 联合 分 布 一 定 是 正 态 随机 变量 吗 ? 
答 ” 不 一 定 . 一 个 二 维 正 态 随机 变量 的 两 个 边缘 分 布 也 是 正 
态 随 机 变量 ,但 是 , 当 两 个 边缘 分 布 都 是 正 态 随机 变量 时 ,其 联合 
分 布 未 必 是 正 态 随机 变量 . D| i iS X— N (0,1),Y— N (0,1), m 
(7Y) 的 联合 分 布 密度 项 数 为 


f =, y) = exp — > +y”) | e (1 十 sinxsiny) 


时 ,(X,Y) 就 不 是 正 态 随机 变量 . 

同时 指出 ,由 两 个 随机 变量 X,Y 的 联合 分 布 密度 /六 zy,y) 容 易 
REX, Y 各 自 的 边缘 分 布 密度 fx《r) 和 fy(y), 但 是 ,已 知 fx(z) 和 和 
fy(y) 时 ,未 必 能 求 出 联合 分 布 密度 f (zr, y). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 .已 知 联合 分 布 求 边缘 分 布 问题 

首先 要 区 别离 散 型 和 连续 型 的 不 同情 形 . 对 于 离散 型 的 情形 ， 
只 要 将 联合 分 布 律 的 各 横行 或 各 纵 列 元 素 分 别 相 加 , 填 在 联合 分 
布 律 的 边缘 上 (这 也 就 是 边缘 分 布 这 一 名 词 的 来 历 ) 即 得 . 对 于 连 
续 型 的 情形 ,一般 利用 定义 用 积分 求 出 . 但 要 注意 ,在 f(x,y) 为 分 
段 函 数 时 ,积分 也 要 分 段 求 出 ;特别 是 当 f(zx,y) 仅 在 某 个 区 域 不 
为 零 时 ,要 作出 G 的 图 形 , 用 “穿线 法 ”确定 积分 限 , 使 二 重 积分 计 
算得 出 正确 结果 . 

二 、 连 续 型 随机 变量 的 条 件 分 布 的 求法 

在 计算 条 件 分 布 时 ,离散 型 的 情形 可 以 由 公式 直接 得 出 ,比较 
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简单 ,连续 型 随机 变量 的 情形 则 较为 复杂 . 如 求 fxr Ca | y) BJ , Ë 26 
要 排除 fyCy)==0 的 区 域 , 即 仅 对 fy(y) 二 0 才 有 定义 . 其 次 ,要 考 
察 f(z,y) 的 值 ,在 f(zx,y) 为 零 的 区 域 ,fxiylxr|y) 二 0; 帮 f(zX,y) 是 
TRER, zra VERTREK. 

例 1 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 联 合 分 布 律 为 


1 0 1/6 1/12 
2 1/5 1/9 0 
3 2/15 1/4 1/18 


求 :(1) P(X=x),PIY=y); O Y=1 下 XX 的 条 件 分 布 律 . 
a da) 将 纵 列 或 横行 各 数 分 别 相 加 ,得 P(X=zxi},PIY== 
yj} ,其 分 布 律 分 别 为 


X 1 2 3 Y 1 2 3 
Pr 1⁄3 19/36 5/36 P: 1/4 14/45 79/180 
(2) 因为 


PY =1}=1/4, P{X=z|Y=1}= pa/(1/4), 
故 Y 王 1 下 X 的 条 件 分 布 律 为 
P(X=1|Y=1)=0/(1/4)=0, 
P(X=2|Y=1)=(1/6)/(1/4)=2/3, 
P{X=3|Y=1}= (1/12)/(1/4)=1/3. 
例 2 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


0 1/16 0 3/16 

1⁄8 1⁄8 1/16 0 

1/16 1/16 3/16 1/8 

求 ;(1) X fIY 的 边缘 分 布 律 (2) X=1 下 Y 的 条 件 分 布 律 
解 (1) 将 横行 或 纵 列 各 数 分 别 相 加 ,得 和 和 Y 的 边缘 分 布 

律 为 
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X 1 2 3 Y l 2 3 4 


b | 1⁄4 5/16 7/16 pa | 3/16 1⁄4 1/4 5/16 
(2) 因为 P{X=1}=5/16, 
H P (Y=y;|X=1;)= bu bi. ° 


得 外 二 1 F Y 的 条 件 分 布 律 为 
P(Y=1|X=1)=(1/8)/(5/16)=2/5; 
P{Y=2|X=1}= (1/8)/(5/16)=2/5, 
P{Y=3|X=1}=(1/16)/(5/16)=1/5, 
P{Y=4|X=1}=0. 

例 3 将 某 医药 公 司 9 月 份 和 8 月 份 收 到 的 青霉素 针剂 订单 分 

SEA X MY. 据 以 往 的 资料 知 ,X 和 Y 的 联合 分 布 律 为 


求 :(1) 边缘 分 布 律 ;(2) 8 月 份 的 订单 数 为 51 时 ,9 月 份 订 单数 的 
条 件 分 布 律 . 

解 (1) 将 横行 或 纵 列 各 元 素 分 别 相 加 , 即 得 关于 X MY 的 边 
缘分 布 律 为 


p. 10.18 0.15 0.35 0.12 0.20 


p.a 10.28 0.28 0.22 0.09 0.13 


pPiX=k|Y=5]) 6/28 7/28 5/28 5/28 5/28 
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例 4 以 X 记 某 医院 一 天 出 生机 儿 的 个 数 , 以 了 记 其 中 男 坚 的 


TROX MY 的 联合 分 布 律 为 
— 14 m a m 
P{X=n,Y=m} =T 14 XS. 860 
m! (n—m)! 


td 


m=, l; n; n=0,1,2, 1", 


求 : (1) 边缘 分 布 律 ;(2) 条 件 分 布 律 ;(3) 4 X=20 时 ,Y 的 条 件 
分 布 律 . 
解 ” 由 题 给 条 件 , 得 
(1) PIX=n)= S'P(X=n,Y=m) 
e 1457. 142X 6. 86" ” 


-om 


E m!(n—m)! 


—]4 7” 
一 一 > C7X7. 14” > 6. 8677” 
| — 


14 
一 一 14”, n=0,],2,"'， 
O OO SA u7. 14” X6. 86°” 
PIY=m)= 2 e mm 
e ,en 6. 86 
= X7.14 2, r 
一 14 m 
=Š x7. 14" Xei" =e" x HE, 
m! m! 


m= 0,1,* n (k=n— m). 
(2) P{(X=n|Y =m} =P{(X=n,Y =m}/P1Y =m) 
= 6. 86°7”/[l(na—m) 1e], n=m,m+1,*, 
PY =m|X=n}=P{X=n, Y =m}/PiX =n} 
=C37 X (7. 14/14)” X (6. 86/14)” ”, m=0,1,2; n, 


(3) P(IYY=m|X= 20)=C2% X 0. 51”X0. 49", 
m=0,1,` sn. 
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例 $ 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
e”, xzx—0,y> =, 
J 5) o. 其 它 ， 
KkK.PíIX>2|Y<4). 
解 ” 如 图 3.9 所 示 . 因为 


e "dr= ye `”, y>0, 
fy Gy) -| 
Ü, y<0, 


e", 4 y 
而 PIX>0,Y>4)= | fur,yydzdy= | dy| e ”dz 
2 2 
s 


4 
=| (y 一 2)e dy 一 e *— 3e '. 
4 
Piy<4i =| ye ”dy 二 1 一 5e °, 
0 


所 以 P(x>o0 iy<4=(e :—3e *)/Q—5e `). 
例 6 雷达 的 圆 形 屏幕 半径 为 R, 如 
3. 10 所 示 , 设 目标 出 现 点 (X,Y ) ZE BF 


幕 上 均匀 分 布 , 概 率 密 度 为 
1/ (rR?) , r+ y>< R°, 
Jf a ,y)= 0, 其 它 ， 


K: (1) fx(z),fyC y); 
(2) fey(z|y),fyx(yiz). 
解 d) 仅 当 一 RZzR， 


— /R=Z<y< /Rr 图 3. 10 
时 ,f(x,y) 关 0, 有 所 以 
| AR2 r? 1 


dy=-4 VR zx, — RrER, 
x R: 
0, HE. 
Š /R:— y, — R< =< R, 


类 似 地 ， ERE: 
\ 0, EHEC. 


fx a) = | Ve aR: 
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(2) H fx (z|y)= f(z,y)/ fy (y), 48 


fa (| = CRET), — /R:—y°<r< VR y, 


0, 其 它 . 
类 似 地 ， 
六 OU RTD, — VREF Rr, 
| | 0, 其 它 . 
可 以 看 出 , 当 联合 分 布 是 均匀 分 布 时 ,边缘 分 布 不 一 定 是 均匀 
分 布 . 


例 7 jSERMLU FS X— NO, r), fE X = x BRIEF Y 的 条 件 
FANG, o), RY 的 概率 密度 . 
解 已 知 f(r,y) 二 fxy(ylz)fx(r), 而 


-iyara 
fy ir) A ， fx(r)= 
no 


1 -I m/e) 


e ° 
V LAr 


所 以 
+ D 
fr)=| frix(y{lr)fx Cr)dr 


2 > | 2 3 
十 — (a? 4+ r?) r= TEN 2 mo Ty r. V 
_ 1 ¿"+ c + J 


== e dr 
INOr) _- 


nt me N E (2 +L 221 
1 eT OT Latr] 
v 2al? +r?) 
例 8 设 (X,Y) 的 概率 密度 为 
ry, 0<<x<1,0< y—<1, 
f r, y) = 
0， RE, 
K: fE0<X<1/n 的 条 件 下 ,7 的 分 布 若 数 和 概率 密度 . 
E FOy| O< X<1⁄n) 
=Pí/1Y<y|0<X<1/⁄n) 
=P{0<X<1/n Y Sy} /POKX </a}. 
当 y<0 时 ， F(y<0]0<X<1/n)=0; 


—— 


rrr 
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当 0 委 y<1 时 ， 
In y | 
P[o<x<+,Y<y}=| dz| (z+) =S | 
0 0 


] l/n 1 
p|o<x<+)=| dz| (z+y)dy=S 
O, y<0, 


1, y>1, 


1 (1 十 2ny)/(1 十 2)， 0=<y<1, 
xl | 
小 n | 0, 其 它 ， 


例 9 设 随 机 变量 X,Y 都 是 连续 型 的 , 且 


2x 


4re “， x>0, 

0, r=<0, 
l/x, 0<sy<x, 
0， 其 它 ， 


fun) 


frxGy|z)= | 


KA) /zyy) (2) fylg). 
解 因 为 fa, ,y)= fx(z=)fyx(y lz), 


x -we O | 
所 以 fæ" <<= 
Ü, 其 它 ， 


i y>0, 
| 0, y<0. 

例 10 设 随机 变量 和 在 (0,1) 上 随机 地 取 值 , 当 X 取 到 z 时 ,了 
在 (x,1) 上 随机 地 取 值 , 求 : 

(1) f(rx,y); (2) fy(y). 

解 ”因为 X~U(0,1) ,在 X=z 的 条 件 下 ,7 一 VCGz,1) ,所 以 


O lo 其它， 
1/(1—x), xz—<—s<1, 
frxGy|z)=_ 0, EE. i 
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(1) Hi f(=,y)= fx(z)fyix(y |z) 44 
0, HE. 
(2) 方 CO) 一 | 二 dz 一 一 In(1 一 y) , 故 
—In(1— y), 0<y<l, 
o=] 
IO 0, 其 它 . 
例 11 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 了 水 数 为 


F(z,y)=A| Barctan + [CT+aretan S ; 


一 co< r, y< t, 
R: (1) A,B,C 的 值 ; (2) fy); (3) fx), fyg). 
解 因为 4 天 0, 所 以 由 yy 的 任意 性 ,有 


/C=| 


F(0, 一 oo) 一 4| B+arctan 了 (C-5 | =0=c= 5> 
F(—0,0)=A| B—5 | | C+arctan 3 === B=, 
Jt NİT xT) _ 1 


Z 

2 

FF(z,y) 
Orzgy 


+ 


于 是 F(z,y)=| 于 二 arctan || g tarctan + 


3 


H fzsy) = 


3 


4 = 0 一 co oa 
得 Jy) TAT GF yy [Lry 十 。 


2 
fxG)=| Fady =a 一 CO 之 XT 之 十 00， 


to 3 
fry) =| fay d= ry 一 ceo<y< + oo. 


例 12 设 随 机 变量 义 ,Y 的 概率 密度 分 别 为 fx(zx),fy(y)，, 生 
f(z,y)= fx rfy y+hlr,y), —oo<x,y<+>oo°, 


+o (+o 
证 明 : (1) h(x,y) 守 一 fxC(z)fr(y); (2) | | A(Czyy)dzdy 一 0. 


e. ]41 ° 


证 BS /(z,y)>0,BllACr,y) + fx r) COy) 之 0 所 以 
h(z,y)Z— fx(z=)fy(y). 


+o [+o 
+o f+ 
RẸ | | [fxGz)fy(y)+h(z,y))drdy=1, 
kee f+ +e [+= 
所 以 | | h(r.y)dzdy=1—| | fxr)fr dzrdy 


+e +0 
= 一 | fxG)az |` fy(y)dy 


=]—1=0. 
例 13 设 
N 0O0<<xz=<2,max(0,=-—1)<y=min(1,z), 
f zw, y)= 0, R, 
k: fx a)38l fry). 
(), T< 1]， nC ) 一 r, TLl, 
解 max(0,z—1)=| <r, mini l,z)= 1, z>1, 
所 以 ,f(z,y) 有 意义 的 区 域 ( 见 图 3.11) 可 分 为 
(0o<z<1,0=< yx, 


(1<x<2,z=—1<y=<1, 
Rp 
1, 0<<x<1,0< yx, 
flryy)=41, 1<<x<2,r+-—1<y=<1, 
0， 其 它 ， 
| ay=z， osz<l， 


所 以 fsa) = | dy=2—z, 1<<x=<2, 
r—1 
0, RHE, 
y+1 
fy(y)="? 
0, HE. 
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主要 内 容 


1. 随机 变量 的 相互 独立 
R(X, Y) E EMNER, 如 果 对 于 任意 的 x, y, 有 
忆 {X 雪 zz,7 委 四 一 PIX 委 z)PUY 和 过 >y)， 则 称 随机 变量 和 ,7Y 相互 独 
W. 
2. 相互 独立 的 等 价 命题 
若 已 知 下 (x,y) 与 Fx(z) 和 Fy(y), 则 
不 ,了 相互 独立 所 >RCZyy) 一 ExCZD)Eyr(Cy)， 
若 (X,7) 是 连续 型 随机 变量 , 则 
X,Y 相互 独立 和 > f m,y) = fx(z) fy (y). 
若 (X,7) 是 离散 型 随机 变量 , 则 
X,Y EM AP {X= rY =y) =P X=x jP uY=y;) 
或 Pu == pi pi 
对 于 (X,Y)~ Nn ,L2301902，0)， 有 
X,Y 相互 独 工 所 之 p 一 0. 


疑难 解析 


fi， 两 个 随机 变量 的 相互 独立 与 两 个 随机 事件 的 相互 独立 是 
否 相同 ? 为 什么 ? 

答 ”两 个 随机 事件 的 相互 独立 是 指 同一 随机 试验 的 同一 样本 
空间 上 的 两 个 事件 的 关系 ,其 中 一 个 事件 的 发 生 与 另 一 个 事件 的 
发 生 无 关 , 存 在 P(A4B)=P(A)P(B). 
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两 个 随机 变量 的 相互 独立 是 指 组 成 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 两 
个 向 量 的 关系 (但 它们 也 是 同一 随机 试验 的 同一 样本 空间 上 的 )， 
其 中 一 个 随机 变量 的 取 值 与 男 一 个 随机 变量 的 取 值 无 关 , 存 在 
P{X<xr,YEy)}=P(IXSErI}PIYSEYy}. 

随机 变量 天 MY 是 事件 的 集合 , 当 把 1X 委 z} 和 {7 委 >y} 看 作 两 
个 事件 时 , 两 个 随机 变量 相互 独立 与 两 个 随机 事件 相互 独立 是 一 致 
的 ,只 是 因为 X 与 Y 所 含 事件 数 多 一 些 ,实际 上 要 求 也 高 一 些 . 

特别 要 注意 的 是 ,事件 组 {X;, 闵 ,，,…, 义 ,} 的 相互 独立 性 是 指 
对 R 中 的 任意 集合 A,A An HFB (X E A;} 相 互 独立 ,而 
(XXX 的 两 两 独立 是 指 事件 组 (4(XE 4:) 两 两 独立 ,与 第 
一 草 中 事件 的 相互 独立 与 两 两 独立 不 相同 是 一 致 的 . 

2. 参数 可 加 性 与 随机 变量 独立 性 有 什么 样 的 关系 ? 

答 ” 如 果 相 互 独立 的 两 个 随机 变量 XX 和 Y 服从 的 参数 分 布 是 相 
同 的 , 则 它们 的 和 关 十 Y 也 服从 同一 参数 分 布 , 且 参数 具有 可 加 性 . 
tn X ~N (m,i) Y >~N (e,i), 

和 十 Y 一 NGC 十 Asat 十 a2) 3 


如 X~A(A), Y—x(A), 
则 X+Y—=(A,+ A;); 
如 X~ Cn), Y~X (n), 
则 | X-+Y— XY (n tn). 


其 它 如 二 项 分 布 . 泊 松 分 布 等 都 具有 此 性 质 . 
参数 可 加 性 只 对 相互 独立 的 随机 变量 运用 , 它 为 讨论 间 题 和 
进行 计算 带 来 很 大 方便 . 我 们 要 学 会 利用 这 一 性 质 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 本 


判别 两 个 随机 变量 的 独立 性 的 方法 大 体 有 三 种 : 
(1) 由 定义 和 它 的 等 价 命题 来 判别 ,这 时 必 先 求 得 边缘 分 布 
与 联合 分 布 , 然 后 进行 验证 . 
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(2) HAARA FEE, E Say EG HA 
J/(z=,y)=g(z)h(y), <x,yC€CG, 

KP g) hO) Æ a, y 的 非 负 可 积 函 数 , 则 组 成 (X,7Y) 的 随机 变 
量 X 与 了 相互 独立 ， 

(3) 利用 对 称 性 和 经 验 , 确 定 随 机 变量 的 相互 独立 . 

例 1 设 随机 变量 X 以 概率 1 取 值 为 零 , 而 Y 是 任意 的 随机 变 - 
E, WH X 与 了 相互 独立 . 

解 ” 因 为 X B Yrd RRA 


1, 工 之 0， 
。， 设 了 的 分 布 函数 为 Ey(Cy)，(CX,Y) 的 分 布 函数 为 民 (z,y), 则 : 
当 z<0 时 ,对 任意 ,有 
F(z,y)=P(X<xr,Y<y) =P X<<x(1Y=<y) 
=P{ØNYKy})=P{Ø}=0=Fxlx)Fyly); 
当 r0 时 ,对 任意 y, 有 
Fl(r,y)=P{XE&rI,YSEy}=P{IXEr{IYSy} 
—=P(IY=< y)=Fy(y)= Fx(z)Fy(y). 
依 定义 ,由 天 (zy) 一 FFxCz)FyCy) 知 ,和 与 了 相互 独立 . 
例 2 WW X—BQG@Q, p), Y— BG. p) ,证明 :X,7 相互 独立 , 则 
X+Y—B(ni Tn; 0). 
证 因为 P{X=i}=C pig (i=0,1,… ,nm)， 
P(Y=j)=C;, pq" G=0,1, sn), 
Ji U) 


k 
PIX+Y=k)= > P(X=i,Y=k—i) 
i= 0 
k 
一 > P(X=;)P(Y=k—i) 


Ë 
— > (C; pqg’) (Ci pt igr tti) 
i 二 0 
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; 
-Ppa Dc) tsa 
i= 0 i=0 
=Ch +, p gt (k=0,1," ,n+n2), 
于 是 X+Y~Bi+n,,p). 
例 3 设 X 与 了 相互 独立 ,X~r(G),7 一 r(z) 证明: 
X+Y+—z(À,+- ÀA;). 
证 因为 已 { 和 一 站 一 he il G=0,1,), 
已 (7 一 四 一 Me 2/j! (j=0,1,"), 
所 以 P{X 十 Y=&) 


Ë Ë 
=> PIX=;,Y=k—i)= > P{X=i}P(Y=k—i) 
j= 0 i= 0 
A 
Ld il (k—i)! k! 1! (k—i)! 
AtA) at 
=e 
于 是 XHY ~r ÀA +À). 


例 4 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


i= Ü 


3 k=0,1,2,""， 


#X,Y 相互 独立 , 求 a,b,c 的 值 . 
解 PJ X .Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 


X|] x =: £; Y yı >: 
pr la+1/9 b+1/9 c+1/3 pa | a+c+1/9 b+ 4/9 
po 一 (6 十 1/9) (十 4/9) 一 6 一 一 0 一 2/9， 

Ppu= (a+ 1/9) (+ 4/9)=1/9==>a=1/18, 
> > p =a+b+c+1/9+1/9+1/3=1—==c=17/6. 

< 


经 验证 ,a 二 1/18,6 二 2/9,c 二 1/6 确 为 本 题 的 解 . 
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pis 设 随 机 变量 (X,7) 的 联合 分 布 律 为 


问 : 当 ca,6 为 何 值 时 ,X 与 Y 相互 独立 ? 
E X Ej Y 的 边缘 分 布 律 分 别 为 
X 0 1 Y 0 ] 2 


pb | 0.21+a< 0.56+80 P, 0.06+ B 05 0 21+a 


若 bum pi- p. M) X EY JER hyr. X 
0.15= ba = po. p .1= 0. S(a+- 0. 21 )—=-a=0. 09, 
0. 35= pn=pi.p.1=0.5(B+0.56)—> p=0. 14. 
经 验证 ,a 二 0. 09, 8=0. 14 确 为 本 题 的 解 ,此 时 XX 与 Y 相互 独立 . 
例 6 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 联合 密度 为 
[+25)/4, |T|<1,y|<1, 
\ 0, 其 它 ， 
证 明 :;X 5Y 不 相互 独立 ,但 X* 与 YY 相互 独立 . 


证 当 |zx|<1 时 ,FrCz) 一 | U24y= 38 lz|21 t, 
fx(x) 二 0. 故 


f(x,y)= 


f=] " 其 它 
1/2, yii, 
类 似 地 ， Ao=]| 0, 其 它 . 
MB 3 .,340<ízr|<1,0<|y| <1 HF. f(zr,y)= fx(z)fy(y), P V) X 
与 Y 不 相互 独立 . 
i X° 的 分 布 函数 为 F i (z) ,在 0 委 z 委 1 内 ， 


Lr 
F,r) =P (X:<z)= | 1I7= v 工 ， 
= 2 
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0, IZO, 


BD FiGzZ)=4 Vr, 0=<<x<1, 
l; “21, 
0, y< 0, 

Fi(y)=4 Vy, 0=<y<1, 
1, y2>1. 


RCX YORA t RARA FC, y), H: 
H r<0 nk. y< 0 At, Flr, y) = 0; 
当 0 委 z<1,y 之 1 时 ， 
F,(z,y)= P(X:A4z,Y2< y) =P(X:234r)= Vr; 


4 0< y<1 ‚£l Rf, Flr, y) = v Y; 
4 0<%+<1,0=< y <1 时 ， 
_ Vr Vy 1 二 zy 
Fry)=| a| Hdy= Vay; 


— v Y 


W r1, y1 f, F(z, y)=1. 
0, Z<<0 或 y<0, 
Vz, 0<<xz<1,y2>1, 
所 以 F,(z2,y)=4 / y, 0=<<1,z>1,; 
Vxy， 0<=xz<1,0<y<1, 
l ZX 之 1,y 之 1. 
经 验证 ,F(z,y) 二 FI1(X)F,(y) 对 所 有 Zz;y 成立, 所 以 XX* 5 Y° 相 
互 独立 . 
例 7 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
Fersy Ae e the —co<zr,y< +o, 
a,b,c 满足 什么 条 件 时 ,X 与 了 相互 独立 ? 
解 X 与 Y 的 边缘 概率 密度 为 


+ °° 2 2 2 2 [ + =° 
—ar +bry—ec 一 br/(2/ c ) 
fxG)=]| Ae > y dy= Ae ax et c )] | 


_ 2 
e! di 


-一 0 


° 148 ° 


一 4 nice /Ol —co< r< + oo 
( 今 = V c y 一 br/(2v c ))， 


类 似 地 ， f,G)= A Sra TEOD, —o< y< + S. 
XY 相互 独立 ,应 该 有 zy) 王 户 (z) 方 Cy)， 即 


2_ [eb /aa ]y2 


Ae THS U 427 / Jac , p767 ao] 一 [ 
比较 等 式 两 边 系 数 知 ,应 该 满足 条 件 . 
| bp=0, Vac=Axmw 
例 8 设 随 机 变量 (X,Y) 的 两 个 分 量 X 和 Y 相互 独立 , 且 服 从 
同一 分 布 , 试 证 :PiX 志 7} 二 1/2. 
证 因为 X,Y 相互 独立 ,所 以 f(z,y) 二 fx(x)fy(y). 于 是 
P(X<Y}= [| Aerodzdy= [Arf dza 


r< y == y 


=| AOS Sda Jay 
=| OFr ody 


=| Fy( opodFrCD= 二 PoD| =. 


也 可 以 利用 对 称 性 来 证 .因为 X,Y 相互 独立 且 同 分 布 ,所 以 
PI(IX<Y)=P(Y<X), 
m P(XSY +P IXZ=Y)=1,ÉK PIXSY}=1/2. 

例 9 设 随机 变量 SY 相互 独立 ,是 
P{X=1}=P{Y=1})=p>0, 
P{X=0}=P{Y=0}=1—p>0, 

定义 随机 变量 

1, X+Y 为 偶数 ， 
0, X—Y 为 奇数 ， 
问 :p 为 何 值 时 ,XX 与 Z 相互 独立 ? 


解 ” 先 写 出 (X,Y,Z) 的 联合 分 布 律 ,再 写 出 (X,Z) 的 联合 分 
。149。 


Z = 


布 律 (用 求 边 缘分 布 律 的 方法 ). 


0 p(l—p) (1— p) 
1 pll—p) p. 
xX=¿:,Z=;,B:i,;=0,1,# X,Z 相互 独立 ,应 有 
P i = Pi. Pj 


H P{X=1,2=1}=p:=P{X=1}P{Z=1) 
=pLp’+ (1—p)’] 
解 得 p= 二 1/2. 经 验证 ,对 (XX,Z) 的 一 切 (i,7), 均 满足 pi 二 pi.p.;， 
所 以 , 当 p= 二 1/2 时 ,多 与 Z 相互 独立 . 
例 10 BX 5Y MEM, X ~Ula, b], Y ~A), R.: 
(1) f(z,y); (2) 232 PI(Y< X). 


1/(b—a), a 过 Tb) 
解 f=] 0, 其 它 ， 
Ae”, y0, 
Ar) | 0, 其 它 ， 

Me < <b,y>0 

所 以 wari STS» 

0， 其 它 ， 
Pp(Y<X)= [| * qrdy= laz] e -dy 
b—a b— 


yr 
] 


— 4b — Àu 
=, (e e ). 


— àa l 
二 | (1 一 e )dzr=1+ A 
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例 11 任意 取 两 个 正 的 真 分 式 , 求 其 积 ， 
不 大 于 2/9 且 其 和 不 大 1 的 概率 . 

解 以 随机 变量 和 和 Y 记 所 取 的 两 个 
真 分 式 , 则 可 取 值 0<z<1,0<y<1( 见 图 
3. 12) ,所 求 概率 为 

P GT, y) € {zy 2/9 , r+ y<1 ) ) * 
BX,Y 相互 独立 . 因为 
fay = | 其 它 ， 

所 以 P{(r,y)E {ry2/9,7+ y<1)) 
_ 1 2/3 I— z _ 1 2⁄3] — =+— 2 
2 Ku dy= 2 D 9x dz 
= +In2=0. 4873. 

例 12 ¿X 5Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 服 从 间 一 分 布 
U( 一 a,a](a 守 0), 求 方程 i 十 Xt 十 Y= 二 0 有 实 根 的 概率 ,并 求 a 一 0 
和 a 一 co 时 ,此 概率 的 极限 值 . 

1/(4a:), [|z]<a,|yl<a, 
(T, =| 
解 fiy 0, 其 它 . 
要 方程 有 实 根 ,应 该 有 和 并 一 47 之 0, 要 求 出 


P X°*224Y ) = j Jf (z, y)d+zdy. 
r° hy 


*4 0<ça<4 时 ,由 图 3. 13(a) 知 


1 


P(X:24Y)=2| dz| l 4)y= +; 
D 


-a 4a? 
当 a>4 时 ,由 图 3.13(by) 知 


X:24Y É: W l ay=1—— 
P ` =4 =] 2 0 Jy ° da? x — 3 Ja 
于 是 limP (X 4Y} =lim 了 十 二 一 二， 

ME = m 24 2 2 
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Á 


(a) 


图 3.13 


limP(X°24Y)=lim|1— 
BAP ”两 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 


主要 内 容 


两 个 随机 变量 的 函数 的 分 布 ,形式 较 多 ,只 要 求 掌握 以 下 几 种 
BHH. 

1， 两 个 随机 变量 的 和 2Z=X 十 7 的 分 布 

设 已 知 随机 变量 X MY 的 概率 分 布 为 P{X=zx} 和 PI{Y 二 yj)， 
( 叉 , 了 7) 的 联合 分 布 为 P{X=zxi, 了 二 yj;} M 


P(Z=k)=P(X+Y=k)= > ,P(X=;,Y=k—i). 
2 X,Y 相互 独立 时 ， 
P(Z=k)= >2,P(X=i)P(Y=k—:). 


设 (X,7Y) 是 连续 型 随机 变量 , (X,Y) 的 概率 密度 为 f (z, y), 
则 对 任意 实数 =, 有 
e 152° 


z + e° 
Fz(z) 一 | F (u—y, y)dy |du, 


十 co 十 co 
fz(z)=| f(z—y,ydy=| f(x,z— Xx)dxr. 
当 怀 与 了 相互 独立 时 ,有 卷 积 公子 
十 co 
fz(z)=/fxx f=] J/fx(Gz—y)fy(y)dy 


+ ce 
-| fx z) 六 (xz 一 工 )QZ 


2. 两 个 随机 变量 的 商 Z 二 XX/Y 的 分 布 
设 已 知 (X,7 了 ) 的 概率 密度 f(x,y), 则 Z==X/Y 的 分 布 函数 为 
Fz (z) =| a| yw dy 一 | _du| yf uy,y)dy, 
Z 的 概率 密度 为 
fzCz)=| lyloyxsy)dy 
4 X ,Y 相互 独立 时 ,上 式 化 为 
fz =| yro ody: 
3. 两 个 随机 变量 的 最 大 值 M= max (X ,Y)#l RME N = 
当 X 和 了 相互 独立 , 且 分 布 函数 Ex(Gz) 和 Fryr(Gy) 为 已 知 时 ,有 
Fu(z)=—= Fx(z)Fy(z), 
Fy(z)=1—[1—Fx(z)}]|[1—Fy(z)]. 
以 上 结果 可 推广 到 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 的 情形 . A X... X. , 
y An 相互 独立 ,分布 图 数 分 别 为 F, Ga), Fa, C£2)3 ,Fr (£n), 
HH) Fulz)=Fx G@)Fx (z) Fx (z), 
Fn(z)=1—[1—Fx @) J [1— Fx (z)]. 
当 X, X, , ,XX 相互 独立 且 同 分 布 时 ,有 
Ful =[F e), FxeGz)=1—[1—F(z)]'. 
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RE ME FR T 


1. 两 个 相互 独立 的 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 Xi 5 X, 之 和 仍 
是 正 态 分 布 的 随机 变量 ,那么 它们 的 线性 组 合 呢 ? 

答 由 上 节 知 ,有 限 个 正 态 分 布 的 随机 变量 之 和 是 正 态 随机 
变量 ,而 且 具 有 参数 可 加 性 , 则 

aXıœ~N (ap aoi), bX ~N (bu: ,bo0s), 
所 以 
aX, bX ~N (ap tbu: aci t boi), 

即 两 个 正 态 随机 变量 的 线性 组 合 仍 是 正 态 随机 变量 , 且 它 们 的 参 
数 是 相应 参数 的 线性 组 合 .严格 的 证 明 可 以 用 分 布 函数 法 作出 (ca， 
b 为 正 整数 ). 

2. 用 卷 积 公式 计算 Z 二 久 十 Y 的 密度 函数 时 要 注意 些 什么 ? 

答 ” 当 六 与 Y 相互 独立 , 且 和 密度 印 数 分 别 为 fx《(z) 和 fy(y) 
时 ,有 卷 积 公式 


十 ce 
Jf z (z) -| JxGz)fy(z—=)d=x 


x =| Gy) fyGO)dy. 
同 以 前 的 积分 一 样 ,我 们 要 进行 仔细 的 讨论 : 即 当 z 在 不同 区 间 取 
值 ,被 积 函 数 的 形式 是 和 否 相 同 , 积 分 是 否 要 分 段 进 行 ,特别 要 排除 
TTR A ROS F W X Bj. 
X,Y REME, HB X,Y 的 密度 函数 分 别 为 和 rz) 和 广 (y) 
af, Z=aX + bY 的 密度 函数 公式 为 
fel 
fiw)=| fxn Bh 


之 一 QZ 


dx 


或 
z— by 
a 


=| Ta r 


K 
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万 法 、 拉 巧 与 典型 例题 分 析 


求 两 个 随机 变量 函数 的 分 布 通常 有 两 种 方法 : 

一 种 方法 是 分 布 函 数 法 , 即 设 Z=g (X,Y), 先 求 出 Fz(z), 再 
求 fz(z). 教材 中 已 给 出 Z== 久 十 Y,Z 二 XX/Y,Z 二 max(X, 了 ) 与 Z== 
min (X, PHE XAAR. 但 要 注意 ,有 些 公 式 对 对 ,Y 是 有 要 求 的 ， 
WEMA. Z=max(X,Y)5Z=min( X, YARN X 5Y 相互 
独立 时 才 适 用 . 同时 ,在 求 积 分 时 , 则 要 注意 分 区 域 积分 和 正确 配 
置 积 分 限 . | 

另 一 种 方法 是 引入 随机 变量 函数 组 ( 即 坐 标 变换 ) 法 ,其 一 般 


步骤 是 : 
V=g(X,Y) $ 


(1) 建立 随机 变量 函数 组 o aym Y S BW 
RRR: 


(2) 求 出 变换 的 雅 可 比 行列 式 / 二 3Cxy)/9(u,v); 
(3) 写 出 新 随机 变量 组 (7 ,Y) 的 联合 密度 函数 
Cu) 一 ALzgayoyyyCyo)j |J |; 

(4) 求 出 边缘 概率 密度 fv (u). 

两 种 方法 各 有 优 缺 点 . 分 布 函数 法 便于 掌握 ,但 计算 二 重 积 分 
时 要 讨论 积分 区 域 ,比较 麻烦 .引入 随机 变量 函数 组 法 使 变换 后 的 
密度 函数 的 积分 区 域 易 于 确定 ,积分 容易 计算 ,但 要 引入 另 一 随机 
变量 ， 

例 1 X~N(0,1),Y~N(0,1), HEX 5Y 相互 独立 , 求 2= 
X+Y 的 分 布 . 

解 ” 因 为 了 X,Y 相互 独立 , 且 有 


fra) = =° , 一 OO 过 1 之 十 oo0.， 
7 


利用 卷 积 公式 ,得 
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falz) = W e77 /2 — (z— x) “q dr 
ETEN 
令 1 二 zx 一 z/2 得 
fz(z)=e ° “二 | _ € de= e, se<z<+eo, 
H2 RENEE X MY 相互 独立 ,是 
fx ( 人 0szs1， =” 0<y<1, 
x” |o, EE, > lo, EZ, 
求 随机 变量 Z 王 X 十 7 的 概率 密度 f (z). 


解 ”如 图 3.14 所 示 , 用 分 布 函数 法 求解 . 
F;(z2)=Pí(X+Y=<z 一 忆 (X 二 YEC: 天 十 了 过 >) 


一 z , y)dr-dy= Ë X2ydzdy， 
Ç G 


当 z<0 Rf, Fz(z)=0; 
当 0=<z—<—1 时 ， 


z t— x 3 
Fz(z)=| dz| 2ydy 一 二 ; 
0 0 3 


z—1 1 i z— 
Fz(z)=| dz| 2ydy+ | dz| 2ydy 
O 0 z—1 O 
一 六 一 /3 一 173; 
当 > 之 2 HJ ,F;(z)=1. 
H F; (z)= f; (z) 得 


>°, 0=<—z—<—1, 
图 3. 14 Ce ee ]<z—<2, 
0, HEC. 
013 设 随 机 变量 和 X,7 相互 独立 且 同 分 布 
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fr (= Fe ， 一 c< < + oo, 


R Z=X+Y 的 分 布 . 


0 一 (= 一 z) —z—(r—) Tm =z- frr) 
| e dz 十 | e dz 十 | e dz | 
一 ce Ü z 


4 
4 
0 z + c° ` 
= 了 [| edz 十 | e dz 十 | e dz| 
4 一 ç 0 . = 
] 


=| e hreh] 一 二 (1 十 z)e * 
H + f; (—z)= f; (x) , F J 
f= Atl De", — co <x—< + co. 


Ba 设 市 场 上 某 商品 的 每 周 需 求 量 7 是 一 个 随机 变量 ,密度 
PK R A 
te“, >Q, 
r ) = 
0 Ú, HE. 
设 各 周 的 需求 量 是 相互 独立 的 , 求 第 2 周 . 第 3 AROR Bt B 3 BE R 
£V. 
解 ” 以 Ti;(i1 二 1,2,3) 记 第 i 周 的 需求 量 ,7; 相互 独立 且 同 分 
f, l X i TIT, Mf z=— 0 时 ， 


十 cc 
f=) fr i)fr, rt) di 
=| (ra)e a ° te "di, =zx°e 7/6, | 
0 


3e /6， >0, 
所 以 hog" / ” „>s 
0, HEC. 


以 Y T +T:+T;, Mj y>0 时 ， 
foD =| Ffr oada 
=f Fre (yz)e edz 一 ye */120, 
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' ye */120, y>œ>0, 
所以 | 0, y=<o. 
Hs 设 随机 变量 和 S Y HEI, B X—ü-U[—a,a],Y— 
N(b,a2) R Z= X4+ Y 的 概率 密度 . 
解 因为 


二 ， |zl<a， i ， 
Jfx(z)= 2a fy (y) = ce /2 ) ， 
0 其 它 Vv 2TB 
所 以 
Í =| `f (+) f (z—z)dz=| 1 e zb G) 1] > 
⁄ -— -2a Vv 27% 
1 人 — 29 1 Wa n 
~ a on di 二 一 一 dz 
2 DTA atabe 2 2TA e—a be 
=> |° sta] o _ ] 
2a O G 


例 6 在 区 间 [0,1J 上 随机 地 取得 两 点 
r 和 y( 见 图 3.15), 求 这 两 点 间距 离 的 概率 
$ BE R A. 

解 (X,Y)—U[0,1;0,1], KA% BE 
为 


f z, y) -| 


1; 0<<+x<1,0=< y=<1, 
0， 其 它 . 

以 Z 一 |1X 一 Y| 记 两 点 z 与 y 间距 离 , 则 
F,(z)=P{|X—Y|<z}= | Fla, ydrdy. 


|z— y| =< 


当 >z<<0 RT, F;(z)= 00; 
当 0=<z—<—1 时 ， 


图 3.15 


Fz(z)= ardy=1— 0—2) = 22—22; 
D 
当 z 之 1 时 ， Fs(z)=1. 
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0, Z< 0， 
故 re 0<z—<1, 
1, 2 之 1 ， 
Br Z= | X 一 Y| 的 概率 密度 为 
2(1—z), 0=<z<—<—1, 
e= | 0 Er. 
517 设 随机 变量 XX MY 相互 独立 ,X~N(0,1),Y~U(0,1)， 
s Z= X /Y 的 概率 密度 函数 


E 因为 fos, —co r< Ho, 
T 


fr)=| 


l, OSY], 
0, EE, 


1 1 2 
所 以 ”fz(z)== | yfx (yz) fy Cy dy= | l e 2224 y, 
0 0 Y 2N 


由 于 f; (z) Ez HERA, 4 2>0 H, e r=zy TE 


f, (z) = l z’ re dz 二 1 (1 一 e y, 
VON J0 V on’ 


1 f i 
1 


_ 2 
2 -d —e 2, >=> 0, 
开交 


Rp fz(z)= I 


2 2 
例 8 设 随 机 变量 X Ej Y #ñ H Thar , HEE ARAKA 


n >0, 2e”, >0, 
h= ü | > 
0, 1O, 0, y<0, 


R EPLE E Z= X/Y 的 密度 函数 . 
解 e=] lylfeGOz)/yGO)dy=| 2ye e" "dy, 


4 z<í0 时 ， fz(z)=0; 
A > 0 时 , 


z=0. 
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fz(z)=| 2ye "e "d y=2| > Kas: ° 
0 QF) 


2/ (2 :, 0, 
所 以 /2(2)— | / (21x) z> 
0, > 三 0. 


例 9 设 菏 种 型 号 的 电子 管 的 寿命 (单位 ;h) 近 似 地 服从 
N(160,20) 分 布 ,随机 地 选取 4 只, 求 其 中 没有 一 只 的 寿命 小 于 
180 h 的 概率 . | 

解 以 XiG=1,2,3,4) 记 第 :只 电子 管 的 寿命 ,和 — 
N(160,20:), 设 4 一 min{(X, XXX) ， 则 


4 o 4 
P{A>180)= || P(X:>180} = 1—2] -— | 
i=} 


=| 1—81) ]*=0. 000634. 
例 10 设 某 炮 群 向 同一 目标 发 射 n 发 炮弹 ,炮弹 的 发 射 是 独 
立 的 ,每 发 炮弹 射程 的 分 布 函 数 均 为 F(x). 求 最 大 射程 U、 最 小 射 
EV 及 (U,V ) 的 联合 分 布 函数 . 
解 以 X 记 第 :发 炮弹 的 射程 ,显然 X ,和 ，… 和 到。 相互 独立 
且 同 分 布 . 
U=max{Xi, X23", Xna}, V=min{X,X,, ,XX,}. 
Fe(u)=Plmaxí(X,,X,, Xn} Su} 
=P{X <u,X,< u, X, Su} 
= P{X Ku} P{X; Su} e P(X, Su} =[F (u) J", 
Fv(v)=P{min{(X,, X23 Xa} Kv} 
=]— P {min {Xi X230 Xa} >00} 
=1—P1X >v}P{X; >v e P{X, >v} =1—[F@)]", 
Fuy luso) =P {max{Xi; X23 Xn} Sus min{Xi Xe Xa} Kv} 
=P {max{Xi X2; Xn} Su} 
— P {max {Xi Xis Xn} Sus min{ X X:n) >v}. 
因为 P{max{Xi, Xs, Xn} Sumin (Xi X23", X} >v} 
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P(@)=o, <, 
= {pix oe ox Lu), u, 
_ 0, u= U, 
[Fa — Fe), “U, 
. [F (u) 下， a<, 
Pk por pp pe poy r. 
例 11 设 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 


Ü 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 
0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08 
0.01 0.03 0.05 0.05 0.05 0.06 
0 01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05 
求 :(1) P{(X=2|Y=2}), PIY =3|X=0}; 

(2) V=max( X, WA hE; 

(3) U 二 min( 久 ,了 ) 的 分 布 律 ， 

(4) W=X+Y 的 分 布 律 . 

解 ” 先 分 别 求 出 X AMY 的 边缘 分 布 律 , 即 


X 0 1 2 3 4 9 


co ā bb e — 


pk 10.03 0.08 016 0.21 0.24 0.28 


Y 0 1 2 3 


P+ 0.25 0.26 0.25 0.24 


(1) P{(X=2|Y=2}=P{X=2,Y=2}/P{Y=2}=2/5, 
P{Y=3|X=0}=P{X=0,Y =3}/P{X=0}=1/3. 
(2) P{1V =k} =P{X=k,Y =k} +PiX =k, Y <k) 
+HPiX<k,Y =k}, 
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(3) PLU =k} =P{X =k, Y =k} +PLX=k,Y >k} 
+P X >k, Y =k}, 


U Q ] 2 3 


Pe 10.28 0.30 0.25 0.17 


(4) 由 PiW =X +Y =k} 


Ë 
=> (X=¿,Y=k—:) 
r= 0 


=S P{X=i}P{Y=k—i}, k=0,1,.,8, 


Pk 0 0.02 0.06 0.13 0.19 0.24 0.19 0.12 0.05 


下 面 介 绍 怎 样 用 引 人 和 人 随 机 变量 函数 组 的 方法 求 两 个 随机 变量 
的 函数 的 分 布 . 

一 般 地 ,以 所 讨论 的 两 个 随机 变量 的 函数 作为 函数 组 中 的 一 
个 函数 ,以 所 给 两 个 随机 变量 中 的 一 个 作为 函数 组 中 的 太一 个 函 
数 . 实际 上 与 微 积分 中 二 元 函数 的 坐标 变换 是 一 致 的 ,然后 按 前 面 
介绍 的 步骤 去 做 , 即 可 得 到 我 们 需要 求 的 结 采 ， 

例 12 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 

W 0<x—<—1,0< y<x, 

0， 其 它 ， 
求 随机 变量 Z= X — Y 的 概率 密度 . 

解 一 ”用 分 布 函数 法 . 


1 十 cc 
F (z) = II flrsydrdy=| dz| I f z,y)dy. 


由 参 变 量 积分 的 求 导 公 式 知 , 当 z<0 时 ,y= 二 x7 一 4 之 zx, 则 
Jfz(&) =Í F; (z) l =| | foswdy | dz=| f(x,2—z)dz, 


1 
0 


f z,y)= 
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其 中 f(a,x 一 z)= 二 0, 有 所 以 fz (z2)= 0. 
*4 0o<z<1 f, z< zr<1 , W f(z,z=—z)= 3; F 0<< z<zx 
< , 则 f (>,z—u)= 0. Fr k 


z 1 
f=] O ° dz 十 | 3rdr=3(1—z*)/2; 
0 z 


`4 >>] RF, f(z2,z—z)=0, f, (z)= 0. 


所 以 PC 一 | 2 / Waw: 
0, 其 它 . 


解 二 引入 随机 变量 范 数 组 
(U=X—Y, oh 
V=Y, Y=V, 


其 雅 可 比 行列 式 /一 2 一 |， | 一 所 以 (CT 的 联合 密度 
为 
fey lusu) = /Lr vw) yu 0) ° J| =flrlusv), ylusv)]. 
*40<z<1,0<y<<x= 时 ,wv 二 1 „0<u Lut v, Pr Suv luv) 
WIERK u0, v >0,utv<l. 于 是 


3(u+%u), u>0,v>0,u+u<l, 
fu u,v) = | x, 
0, 其 它 ， 
十 co 
得 f= frr aty =| fe uv) dv | 


=| 3Gro)do=3G—a(2, 0<u<1. 


与 解 一 结果 相同 . 

例 13 设 电 流 强 度 I AFE ËH R 为 相互 独立 的 随时 间 服 从 下 列 
密度 的 随机 变量 : 

po= D. 0<i<l, e= o>, 0<r<1, 

! 0, 其 它 ， 0， 其 它 ， 
R J 3 W SIR 的 概率 密度 . 

解 一 “用 分 布 函数 法 . 
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Fe Go) = PIP R<) = | f,G) fa Gr)didr, 
a sn 
当 取 委 0 BF, Fy Ga )= 0,58 fw(w)=0; 
当世 之 1 BF, Fy Go)=1,BW fu zao) = 0; 
当 0 过 ww 之 ] 时 ， 


1 infi. wr) 
Fw(w)=| dr| 2r X61(1—2)di 
Ü Q 
fw p 1 [VoF 
=| dr| 12zrG 一 5d 十 | dr| 12;:r(1—¿)d:;. 
0 Ü Te 0 


由 参 变 量 积分 的 求 导 公式 ,得 
fw Gu) =| F Go) l 


1 Lwir 
=12w| a= Ddi- | 12wi(—i)di 
0 Ü 
1 1 


l w w 
+| 1l2ry eji r | 2 ` Sw 


=6[1—zu—2 V x (1— V xo ) ] 
=6(1— Vw)’. 
RZ vE BLUES ZH 
Ma 4 


dr 


U=R, I= /W/Ü, 
x 随机 变量 (W ,U ) BJ 8 3 S£ Bz > 


fee (wu) = fi( /xo/u)faGu) ° | 
=6 Vx /u(]— Vw/u) * 2u/ (2V wu) 
=6(1— Vw/u), 0<w<u<l, 
于 是 feeo=|  fu(wu)du=| 601— Vw/u)du 
=6(1— Vw)’. 


例 14 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 都 服从 N(0,1), 令 Z 二 X 
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十 Y,W= 二 多 一 了 , 求 (Z,W) 的 概率 密度 函数 . 
解 引 人 随 机 变量 函数 组 
Z=X+Y, X=(Z+W)/2, 
—P 
| W=X-—Y. Y=(Z—W)/2. 
其 雅 可 比 行列 式 J=aGzyy)V/a(zyzw) 一 一 17/2， |J | = 1/2, Er k 
(ZW 的 概率 密度 为 


| _[e+u)y2/4+ (z —x6)2/4J 1 l ¿2 +. 2) /2 
e W T X — = — e zZ TE 


f zw (z WwW) > An 


例 15 设 随 机 变量 (X,Y,Z) 的 概率 密度 为 
fesd O r>0,y>0,z>0, 
0, 其 它 ， 
R U=(X+Y+“Z)/3 的 概率 密度 少数 . 
解 ”引入 随机 变量 函数 组 
U=(X+Y+“Z)/3, X=3U—V—VW, 
> 一 | 
W=Z, Z=W, 
其 雅 可 比 行列 式 J 一 3(Czyyz)V/a(uvzw) 一 3. 所 以 ,CU ,V ,W ) ff] 
DA 3u—v—w>0,v>0,w>0, 
flusv;w)= 
0, HEC. 
LA w>0, 3u —v—w>0 R, 0 <w 3u— v, ÉA 


3 — u 
| 3e "dw, 3u—v>0,v>0, 
fuv (u 也) 一 4J0 
0, 其 它 ， 


3u Juv a _27 , —3u 
rwzi) do| 3e “du 一 z“ e“, u>0, 
0, HE. 
例 16 设 随 机 变量 X 和 Y 相互 独立 且 同 分 布 , 密 度 函 数 
e, 1>—0, 
f= 0, <o, 
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证 明 .随机 变量 U== 外 十 Y 与 随机 变量 了 王 X/Y 相互 独立 . 
解 引入 随机 变量 蚂 数 组 
U=X+Y, ES Sea 
=> 
V=X/Y, Y=U/(V+1), 
JLE R| HEITIR J = 2(z,y)/09(u ,u)= —u/(Co 4 1)2. 所 以 (DT 
的 联合 概率 密度 为 


2 ~>0 u >0， 


一 《az 十 HE 十 1 


fue u ,u)=e 。 u/ Cu +1), u>0,v>0. 
ue “ 
aww >0, >00, 
BẸ fran ED “ ° 
0, 其 它 ， 
t ue” _ 
dv= a * 
roih wF e » eo 
0, 其 它 ， 
te ue" 1 
——M, — — S 5 
rozh OFI TOFD? >? 
0, 其 它 ， 


显然 ,fov lusu) = felu) frl), PTA X +Y 5 X/Y 相互 独立 . 


硕士 研究 生 人 学 试题 分 析 
一 、 本 章 考试 要 求 


1. 理解 二 维 随机 变量 的 概念 ;理解 二 维 随 机 变量 的 联合 分 布 
的 概念 .性 质 及 两 种 基本 形式 :(1) 离 散 型 联合 概率 分 布 ,边缘 分 布 
和 条 件 分 布 ,(2) 连 续 型 联合 概率 密度 .边缘 密度 和 条 件 密 度 ; 会 利 
用 二 维 概率 分 布 求 有 关 事 件 的 概率 . 

2. 理解 随机 变量 的 独立 性 及 不 相关 的 概念 ,掌握 离散 型 和 连 
续 型 随机 变量 独立 的 条 件 . 

3. 掌握 二 维 均 匀 分 布 ,了 解 二 维 正 态 分 布 的 概率 密度 ,理解 
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其 中 参数 的 概率 意义 . 

4. 会 求 两 个 独立 随机 变量 的 简单 咀 数 的 分 布 . 

二 本章 重 点 内 容 

二 维 随机 变量 及 其 概率 分 布 ( 包 括 联 合 分 布 .边缘 分 布 和 条 件 
分 布 ) ,相关 事件 的 概率 计算 ,两 个 独立 随机 变量 的 函数 的 分 布 及 
其 概率 的 计算 ,综合 题 . 

(一 ) 二 维 随机 变量 及 其 分 布 

1. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 分 布 为 


若 随 机 事件 {X= 二 0} 与 {XX 十 Y= 二 1) 相 互 独立 , 则 ( ). 
(A) a=0.2,b=0.3; (B) a=0. 1,6=0. 4; 
(C) a=0.3,b=0. 2; (D) a=0.4,b=0.1. 
(2005 年 一 、 三 、 四 ) 
解 ” 选 (D). 设 X 与 Y 相互 独立 , 则 
P(X=0 Pí(Y=1)=a==a=0.4 3k 0.1, 
PIX=1)P(Y=0)=b—=>b=0.1 sk 0.4, 
M4a=0.4,b=0.1 时 ， 
PIX+Y=1)PI(IX=0)=0.5X0.8=P(X=0,X+Y=1), 
i(X=0) 5 (X-Y=1)#H RI; a50. 1,6 二 0.4 时 ， 
P(X+Y=1)P(X=0)=0.5X0.5ZP(X=0,X+Y=1;,, 
即 { 和 一 0} 与 { 和 十 Y 王 1) 不 相互 独立 . 
2. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
”16z， 0<r<y=<1, 
f(x,y)= 0， 其 它 ， 
则 P{X 十 Y 志 1}) = 
(2003 年 一 ) 
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m H >+ y<1 与 委 y MD 如 图 
3. 16 所 示 + ñ 


Pí(X+Y=<1;)= ||szdzdy 
D 


1/2 1 一 工 
=| 6zdz| dy 
O + 


1⁄2 
=Í 6z(1 一 2z)dz 
0 


12 1 
= (3z — 4r)! =—. 
0 4 
3. 设 随 机 变量 
m 0 1 | 
X | 1 二 1] ,2,， 
1/4 1/2 1/4 
RHE P(X X: =0})=1, W P(X 5X5 ). 
(A)0; (B) 1/4; (C)1⁄2; (D) 1. (1999 年 三 ) 


@ ÆA). H P(X,X,=0)=1 #l 
P{—1,—1}=P{—1,1}=P{1,—1}=P{1,1}=0, 
从 而 知 
P{0,—1}=P{0,1}=P{—1,0}=P{1,0}=1/4. 
于 是 P{0,0}=P{X=0}—P{0,—1}—P {0,1} 
=1/2—1/4—1/4=0. 
PIX = X,)=0,X i, X; 的 分 布 律 为 


Pi. 1/4 1/2 1⁄4 1 


4、 设 两 个 随机 变量 X 与 了 相互 独立 且 同 分 布 ， 
P{X=—1}=P{Y=—1}=1/2, P(X=1)=P(Y=1)=1/2, 
则 下 列 各 式 中 成 立 的 是 ( D 
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(A) P(X=Y)=1/2; (B) P(X=Y)=1; 
(C) PiX+Y=0}=1/4; (D) PIXY=1};=1/4. 

(1997 年 三 ) 
解 BCA). N X,Y 相互 独立 ,由 边缘 分 布 可 求 得 联合 分 布 律 为 


故 P{X=Y}=1/2. 

5， 设 平面 区 域 D 由 曲线 y 王 1/z 及 
豆 线 y 一 0;,z 一 1,z 一 e- 所 围 成 . 二 维 随 
机 变量 (X,Y 了) 在 D 上 服从 均匀 分 布 , 则 
(X,7) 关 于 X 的 边缘 概率 密度 在 z 一 2 
处 的 值 为 ” . (1998 年 一 ) 

E ARK D 的 面积 Sp( 见 图 
3.17), 即 


e? l/= e° 1 ef 
so=| dz| dy = | lia, =lnz 
1 1 £ 1 


Ü 


1/2, (z,y)€ D, 


T2 0, (T,y)ED. 
i/z ] ] 
f=] lar=}r, 1<r<e’. 
o 2 2 


于 是 fx(2)=1/4. 
6， 设 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 ,二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 
布 律 及 关于 和 X,Y 的 边缘 分 布 律 的 部 分 数值 如 下 : 


° 169。 


试 将 其 余数 值 填 人 表 中 空白 处 . (1999 年 一 ) 


解 由 p.1=1/6,pn=1/8 
其 pn=1/24. 
又 由 Pu= bi. P. a= pi. X1/6=1/24 
类 Pi. =1/4, pz: =1—1/4=3/4, 
p =1/4—1/24—1/8=1/12. 
又 由 b= pi- b. =1/4X p.,=1/8 
知 户 . ?一 1/2， 


pis=3/4X1/3=1/4. 


7. 已 知 随机 变量 X,， MX: 的 概率 分 布 
X-T, 0 ME | S ME 
1/4 1⁄2 1⁄4 1⁄2 1⁄2 
Wm1H P1X ,X,=0)=1. 
(1) * X, MX: 的 联合 分 布 ; 
(2) 问 :X MX: 是 否 相互 独立 ? 为什么? (1999 年 四 ) 
解 O) 由 忆 (X,X 一 0) 一 1, 可知 
PIX =—1,X,=1)=P X =1,X,=1)=0, 
从 而 P{—1,0}=P{X,=—1}=1/4, 
P{0,1}=P{X;=1}=1/2, 
P{1,0}=P{X,=1}=1/4, 
P{0,0}=1—1/4—1/2—1/4=0. 
TE X, MX: 的 联合 分 布 律 为 
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(2) 根据 联合 分 布 和 边缘 分 布 验证 0; = pi. p. B p | = 0, fB 
po. Po 一 1/2X1/2 关 0,- 故 XX, 与 了 ;不 相互 独立 . 

8. 已 知 随机 变量 X 和 7Y 的 联合 概率 密度 为 

4xzy, 0<<x=<1,0< y=<1, 

Hy) = | 0， RZ, 
k X MY 的 联合 分 布 图 数 已 Czyy)， (1995 年 四 ) 

解 (1) 对 于 x 二 0 或 y 二 0, 有 

F(z,y)=P (X< =xr,Y=<y;)=0. 
(2) FT 0<+x<1,0<%y<1,#8 


Fx, y) = af | usdudo = zty. 
oJ o 


(3) HF r>l,y>1, F(rz,y)=1. 
(4) 对 于 z>1,0 委 y 委 1, 有 
F(z,y)=Pí(X<1,;Y=< y) = y*°. 
(5) FT y> 1,0<<x=<1,8 
F(z,y)=P (X< xr ,Y<1)= x. 
故 X 和 Y 的 联合 分 布 晒 数 
0, Z<<0 sk. y<0, 
tyt, O< xr=<1,0=<y=<1, 
F(zmz,y)=< zf, 0O=<x<1,1<y, 
y, l<r,0<%yr<1, 
1; <r, 1 <y. 
9. 已 知 随机 变量 X 和 Y 的 联合 概率 密度 为 
x . 0<z<+co°,0<y<+>e°, 
Jf (z ,y)= 
0, 其 它 ， 
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Pok P(X<Y). (1989 年 四 ) 


P{( X<Y} = [revas Te da ldy 


-六 edy| edz=| < (e? — e 2)dy 


z e7] = 
10， 申 、 乙 两 人 独立 地 进行 两 次 射击 ,假设 甲 的 命中 率 为 0.2, 乙 
的 命中 率 为 0.5, 以 X 和 Y 分 别 表 示 甲 和 乙 的 命中 次 数 , 试 求 X 和 了 
的 联合 分 布 律 . (1990 年 五 ) 

E ”以 A;(i 二 1,2) 记 甲 第 i 次 射击 命中 ,B; 记 乙 第 1 次 射击 命 
中 ,射击 相互 独立 , 则 PCA,;)==0.2,P(B;)=0.5. 设 
-人 A, 发 生 ， v= B: 发 生 ， 
0， A, 不 发 生 ， 0， B; 不 发 生 ， 

于 是 P{X=0}=P(A,A,)=0. 8:=0. 64, 
P(X=1)=P(A,,A,)+ P(A,A,)=2X0.2>X0.8=0.32, 
P(X=2)=P(A,A,)=0.22=0.04, 
P(Y=0)=P(B.,B,)=0. 25, 
P(Y=1)=2X0.52:=0.5, 

P IY=2)=P(B,B,)=0. 25. 
H X,Y 的 独立 性 可 依 pj 二 pi. Pj 号 出 (X,Y 了 ) 的 联合 分 布 律 如 下 : 


— nn 


0.16 0.08 0.01 
0.32 0.16 0.02 
0.16 008 0.0] 
0.64 0.32 0.04 

11， 设 某 班 车 起 点 站 上 客人 数 X 服从 参数 为 1 (0) 的 油 松 分 
布 , 每 位 乘客 在 中 途 下 车 的 概率 为 上 (0 二 p 二 1), 且 中 途 下 车 与 否 相 
互 独立 ,以 了 表示 在 中 途 下 车 的 人 数 , 求 : 
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(1) 在 发 车 时 有 n 个 乘客 的 条 件 下 , 中途 有 人 下 车 的 概率 ; 
(2) 二 维 随 机 变量 (X,Y ) 的 概率 分 布 . (2001 年 一 ) 
解 (1) P{Y=m|X=n) =C pap)", 
OSmKn, n=0,1,2,-%, 
(2) PIX=n,Y =m} 
=P{Y=m|X=n}P{X=n) 


— À 


=C; p] — py” e N, 0, n=0,1,2. 
12. 设 随机 变量 X 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 ,在 XX 二 x 0< 
xz<<1) 的 条 件 下 ,随机 变量 Y 在 区 间 (0,x) 上 服从 均匀 分 布 , 求 ; 
(1) 随机 变量 X 和 YY 的 联合 概率 密度 ; 
(2) Y 的 概率 密度 ; 
(3) #823# PIX +Y>1). (2004 年 四 ) 
解 (1) X 的 概率 密度 为 
l, 0O<—<x—1, 
fx z)= M" 其 它 ， 
EX=r (0<z<1) 的 条 件 下 ,Y 的 条 件 概率 密度 为 
l/z, 0<sy<, 
0， 其 它 . 
故 当 0<<y<<z< 1 时 ， H f(z,y)= fyxy(z)fy x (y |x) X 与 Y 的 联 
合 概 率 密度 如 下 : 


/cz 一 | 


fyix (y |z) = | 


1/z， 0<y<zxr=—1, 
0， 其它 . 


十 co 
(2) H fro) =| zy)dz NL, 34 0<<y<1 时， 
1 
`4 y<ç0 Ryl Bf, fy (y) = 0. 即 


一 ]ny， 0 二 y 二 ]， 
0, 其 它 . 


fy (y) =| 二 dz 一 一 |ny， 


fy (7) = 
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(3) PIX+Y>1; = J Cx, y)d<xdy 


(Z) 两 个 随机 变量 的 天 数 的 分 布 
1， 设 两 个 相互 独立 的 随机 变量 X 和 YY 分 别 服从 正 态 分 布 
N(0,1) 和 NN(1,1), 则 ( ). 
(A) PIX+Y=<0)=1/2; (B) P(X+Y=<1)=1/2; 
(C) P{(X—Y<0}=1/2; (D) P{X—Y<1}=1/2. 
(1999 年 一 ) 
o eB). 因为 X~N(0,1),Y~N(1,1), 所 以 
X+Y~N(1,2), (X+Y—1)/v 2 ~N(0,1). 
由 正 态 分 布 的 对 称 性 知 
P((X+Y—1)/ v 2 <0)=1/2, 
R P(X+Y—1<0}=1/2, FÆP{X+Y<1}=1/2. 
2. X 和 Y 为 两 个 随机 变量 , 且 
PIX2>0,Y2>0)=3/7, P{X 宇 0}= 二 PY 之 0}=4/7， 
则 己 {max(X,7) 之 0) = . (1995 年 一 ) 
解 P{max(X,Y)20}=P{X20}+P{YZ0)} 
—P{X20,Y 20) 
=4/7+4/7—3/7=5/7. 
3. 设 随机 变量 X 5Y 相互 独立 ,X 的 概率 分 布 为 
1 2 | 
0.3 0.7 
Y 的 概率 密度 为 A(y) , 求 随机 变量 局 一 X 二 Y 的 概率 密度 g (u). 
(2003 年 三 ) 
解 ” 设 Y 的 分 布 函 数 为 F(y), 则 由 全 概率 公式 知 ,UU 二 十 Y 的 
分 布 函数 为 
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| 


G(u)= P Iz+Y=< ux) 
=0. 3P{(X +Y <u| X =1)+0.7{X+Y<u|X=2) 
一 0. 3P {Y S<u—1|X=1} +0. 7{Y<u—2|X=2)}. 
HAX 和 Y 相互 独立 , 故 
G(u)=0. 3P YSu—1}+0.7P{YSu— 2} 
一 0. 3F (u—1) +0. 7F (u—2), 
从 而 ,U 的 概率 密度 为 
g(u)=G (u)=0. 3f(u—1)+0.7/fG — 2). 
4. 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
l, 0O<xr<1,0—< s —¿2zx, 
Jf (z, y)= 0， 其 它 ， 
sk: (1) (和 X,7) 的 边 绿 概率 密度 fx(x) ,fy(y); 
(2) Z=2X—Y 的 概率 密度 f (z); 
(3) P(Y<1/2| X<1/2). (数学 一 不 考 . ) 
| (2005 年 一 ,三 、 四 ) 
解 d) 40<r<1 HJ, 


+ co 2= 
fxG)=|_ fG,yydy=| dy 一 27z; 


当 z 委 0 或 z 之 1 时 ,jx(Cz) 一 0. 故 有 
2x, O<], 


ODS o 其它 


当 0<v<2 时 ， 
+o l 
f=| fCe,y)d== |  dz=1—y/2; 
4 y<ç0 sË y2 BF, fy (y) = 0. WA 


fry)=| N 

0, HEC. 
(2) 当 > 委 0 时 ， Fz(z)=0; 
当 z 之 2 时 ， Fz(z)=1; 
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当 0<<z<2 时 ， 


2 
Fz(z) 一 已 (2z 一 Y 生 >)} 一 II f(z,y)dzdy==x—“. 


2zr— ys = 


] 一 PA 0< <, 
故 fFe =] z/ w 
0, EË. 


<1/2,Y< 
(3) P{Y<1/2IX<1/2) = = 


sS， 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 在 和 矩形 域 C@= (zy,y|0 委 z 委 2,0 委 y 
之 1} 上 服从 均匀 分 布 , 试 求 边 长 为 MY 的 矩形 面积 9 的 概率 密度 


f Gs). (1999 年 四 ) 
解 G 的 面积 为 2, (X,Y) 的 概率 密度 为 
1/2, ZyyEC， 
ÍK s ,= | 
> Jo 其 它 


lI F( s= P (S= s)328S 的 分 布 函 数 , 则 
`4 s<ç0 Rf, F(s)=0;2`4s>2 Hf , F (s) = 
1. 现 考虑 0 过 ;过 2 的 情形 ,由 图 3. 18 2 
F(s)—~=P{S<s)=—=P(XYSs)} 
=1—P{XY>s}=1— | Sdrdy 


Tys 


=s(1—+I n2—Ins)/2. 
=E =F G)= (In2—Ins)/2, `*40—<—s<2, 
0, HE. 
6. 假设 随机 变量 X, XX X, 相互 独立 且 同 分 布 ,P{X: 一 0) 
一 0. 6,P (X:=1}=0. 4, i 二 1,2,3,4, 求 行列 式 
X, X, 
-|x X, 
的 概率 分 布 . 《1994 年 四 ) 
a WY ,=X,X,,Y.,=X,X,,JiJX=Y,—Y,, BEL FEY, Y.: 4R 
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互 独立 且 辣 分布 ,有 
P(Y =1)=P(Y,=1)=P(X,=1,X,=1)=0.16, 
P(Y,=0)=P(Y,=0)=1—0.16=0. 84. 
EILER X=Y Y: 有 三 个 可 能 值 一 1,0,1, 易 见 
P{X=—1})}=P{Y,=0,Y,;=1}=0. 84X0.16=0. 1344, 
P(X=1}=P{Y!=1,Y,=0}=0.16X0.84=0.1344, 
P{X=0}=1—P{X=—1}—P{X=1}=0. 7312. 


于 是 行列 式 的 概率 分 布 为 
JX X | —] 0 1 
OIX, X, 0.1344 0.7312 0.1344/ 


7. 设 随 机 变量 X 与 了 相互 独立 ,X 服从 正 态 分 布 N ty,o ), HR 
从 [一 x,zx 上 的 均匀 分 布 , 试 求 Z 一 X+Y 的 概率 密度 函数 (计算 结果 
用 标准 正 态 分 布 函数 更 来 表示 ) ,其 中 


PCr) =f ede (1992 年 一 ) 
— e n 1/ 
解 EX Ixl) = ,— co r<; 
To 
1 
noia ILT 
0， 其 它 ， 


X,Y 相互 独立 ,由 卷 积 公式 ,有 


re i 1 —(G—y- 2 5 1 
fw=| ake- od] 7 ° 3ndy 


1 1 | — (2—y— p)? / (2°) 

DX ra _ y `< zZ—y— p 

— 1 | — 22 
=p dz 

(2) 3⁄2 (pr a l 

Wa 1 Ên 1 (z—*— p#)G 1 — 22 
一 二 etd + l etd 

2T -ee Jan 2N T V2 
=$ 之 十 7 一 J -p| Z=] ] 

2T G G 
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8.， 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


f(z pd z>0,y>0, 
0, 其 它 ， 
KEINE E Z= XHY 的 分 布 旺 数 . (1991 年 一 ) 


B Fz(@z)=P{Z2z=P({(X+2Y<z}= || Aeropdzdy 
r+ 2y= z 


X z> 0 时 ， 
z (z—=+)/2 — (z +2y) z oa 《z 一 工 )72 2 
FzCz)=| dz| 2e dy=|e dz| 2e-2dy 
0 0 0 


=| (ee dr=1— eze": 
24 z< 0 时 ， Fzíz)=0. 
1 一 e “一 ze °, z>0, 

故 Fr 一人 <o. 

9. 一 电子 仪器 由 两 部 件 构 成 ,以 X 和 Y 分 别 表示 部 件 的 寿命 ( 单 
Akh), BAX 和 Y 的 联合 分 布 洋 数 为 

Fyd l ee ， Z⁄2>0,y>0, 

0, RE. 
(1) EX mY 是 否 相 互 独立 
(2) 求 两 个 部 件 的 寿命 都 超过 100 h 的 概率 a. (1990 年 四 ) 


— Ü. 5T 


| — 5 = 0, 
解 Fx(z)= lim Fy) =d j * 


0, rÔ, 
. 1—e “™», =0, 

Fy(y)= lim Peer-| 
xz 一 十 co 0, y< 0. 


因为 F(x,y)= 二 Fx(z)Fy(y), 所 以 了 XX MY 相互 独立 . 
a =P{X>0.1}P{Y>0.1)} 
=[1]—P(X<0.1)J[1—P(Y<0.1)_ 


— 0. 05 — Ü. 95 —0.1 
° e 一 -一 . 


10. 设 随 机 变量 X,Y 相互 独立 ,其 概率 密度 为 
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1, 0<<xz=<1, 
fx =| 
x lo, 其 它 ， 

e”, >0, 
fno= > 

0, y0, 


kK Z=2X +Y WR RF RA. (1987 年 一 ) 
解 ”如 图 3. 19 所 示 , 因 为 X,Y 相互 独立 ， 
所 以 有 卷 积 公式 


L. 1 
fz(z)=| fx(x)fr(z—27r)dr, 图 3.19 
0<z+=<1,z—2zxr>0. 


当 z 委 0 时 ， fz(z)=0; 
W 0<x=<2 时 ， 


z/2 —(z— 27) -I z/2 D7 
fz(z)=| e dzr=e edr 
Ü Q 
=e e= e); 
u >> 2 时 ， 
一 《= 一 了 2 — = | 27 1 一 之 2 
fz(z)=| e dz 二 e |° dr=- e (e“—1]). 
Ü Ü 


0, z=<0, 
故 rom (1—e™7)/2, 0<zS2, 
e 7 (ef—1)/2, z>2. 
11. 某 仪器 装 有 三 只 独立 工作 的 同型 号 电子 元 件 ,其 寿命 (单位 : 
h) 都 服从 同一 指数 分 布 , 分 布 密度 为 


] —zr/ 600 
fagi ' 220, 


0, r<. 
求 在 仪器 使 用 的 最 初 200 h 内 至 少 有 一 只 电子 元 件 损坏 的 概率 . 


(1989 年 四 、 五 ) 

解 ” 设 损坏 只 数 是 随机 变量 Y, 了 一 妃 (3,z) ,4 为 最 初 200 h 内 

第 i 只 元 件 损坏 事件 ,X; 为 第 i 只 元 件 的 使 用 寿命 ,X, 相互 独立 且 同 
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分 布 , 故 


200 
P(A)=P{X<200}=| l e “dr 
1 


600 


— r/600 200 
e 


=1—e 12 G=1,2,3), 


P(Y2>1)=1—(1—p=1—(e 0) 一 1 一 1/e. 
12. 设 随机 变量 XX 与 Y 相互 独立 , 且 X 服从 均值 为 1, 标 准 差 为 
v 2 的 正 态 分 布 ,而 Y 服从 标准 正 态 分 布 , 试 求 随机 变量 Z= 二 2X 一 Y 
十 3 的 概率 密度 函数 (1989 年 一 ) 
解 X~NG,2),7Y 一 NO,1), 则 由 正 态 分 布 的 参数 可 加 性 2X 
十 Y~-N(2,9), 故 Z 一 N(5,9), 于 是 


fome E, — co << + eo. 
TT 


13， 设 相互 独立 的 两 个 随机 变量 和 ,了 具有 同一 分 布 律 , 且 X 的 
分 布 律 为 


X 0 1 
P; 1/2 1⁄2 | 
则 随机 变量 Z 王 max{X,Y ) 的 分 布 律 为 . (1994 #E—) 


解 ” 因 为 Z 只 有 两 个 值 0,1 ,所 以 
P{Z=0}=P{X=0,Y=0}=1/2X1/2=1/4, 
P{Z=1}=P{X=1,Y=0}+P{X=1,Y=1} 
=P(X=0,Y=1) 
=1/2X1/2+1/2X1/2+1/2X1/2=3/4. 
所 以 ,随机 变量 2 的 分 布 律 为 


Z 0 1 
pr 1⁄4 3⁄4 
14， 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 rz) =e “2, — co r< eo, 
问 : 随机 变量 和 E| X I 是否 相互 独立 ? 为 什么 ? (1993 年 一 ) 
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解 |X | 与 和 不 相互 独立 ， 
RHAFF X <a DREH <a}, A 
P{X <a, |X| <a =P{{(X<a NI X| <a}? 


=P{|X|<a}, 
X PiX <a}<1, PilX[<a}>0, 
因而 P IX<a P (|XI I<a))<P(|XI<a), 
Ep PiX <a, |X|<aÆP{X<a}P{|X|<a}. 


所 以 , |X| 与 了 不 相互 独立 . 

15. 设 随机 变量 XX MY 的 联合 分 布 
EEJEÉEG={ (zr, 1S3, ISS 
3} 上 的 均匀 分 布 , 试 求 随 机 变量 U = 
1X 一 了 | 的 概率 密度 p(wu). (2001 年 三 ) 

解 ” 如 图 3. 20 EFIR, BRAX F 


Y 的 联合 密度 为 

1⁄4, ER ERES <3, 
Jf G , y) = pea > 

0, EC. 


疼 3. 20 


Flu)=PIUSu} (— oou <+ o°) 
表示 随机 变量 U 的 分 布 水 数 , 显 然 , 当 u 志 0 BF, F(u)=0; 3322 时 ， 
F (ua) = 1. 

设 0 过 x 过 2, 则 


F(u)= | 六 zyy)dzdy 一 | Fdzrdy 
[z— ysu | 一 ?| < 
(2— u) 


_ l oro, 
= X[4 (2—u) ]=1 1 ， 


于 是 ,随机 变量 U 的 密度 为 
j= [972 u<, 
piu 0, 其 它 


16. 假设 一 台 设备 开机 后 无 故障 工作 的 时 间 XX 服从 指数 分 布 , 平 
均 无 故障 工作 时 间 EC(X) 为 5 h. 设备 定时 开机 ,出 现 故 障 时 自动 关机 ， 
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而 在 无 故障 情况 下 工作 2 h 便 关 机 . 试 求 该 设备 每 次 开机 无 故障 工作 
的 时 间 Y Br di RAUF (y). (2002 年 三 、 四 ) 

E WX 的 分 布 参数 为 4. 由 于 E( 久 ) 二 1/4=5, 可 知 4 二 1/5. 显 
IR Y =min{X,2}. 


对 于 y< 0， F(y)=0; 
对 于 y 之 2， F(y)=l1; 


F(y)=P(Y<y)=Pimin(X,2)<y) 
=P X< y)=1—e 5, 
于 是 ,Y 的 分 布 图 数 为 


O, y<0, 
= 0< y<2, 
l, y2. 
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第 四 章 ”随机 变量 的 数字 特征 


第 一 全 ”随机 变量 的 数学 期 望 与 方差 


主要 内 容 


一 、 数 学 期 望 
1. 离散 型 随机 变量 的 数学 期 望 
设 离散 型 随机 变量 X KIMEN PX =r) =p, k=0,1,2, 


.…) , 若 级 数 D p 绝对 收敛 , 则 称 此 级 数 的 和 为 随机 变量 X 的 数学 


期 望 或 均值 , 记 为 E(X)， EE CX) — Y npr 

2， 连 续 型 随机 变量 的 数学 期 户 

设 连续 型 随机 变量 X 的 概率 密度 为 (z) ,车 积分 | zf (zx)dz 
绝对 收敛, 则 称 此 积分 的 值 为 随机 变量 X 的 数学 期 望 , 记 为 EC(X) 一 
OE 


3. 随机 变量 函数 的 数学 期 望 
设 Y=&(X) 是 随机 变量 区 的 函数 ,有 : 
(1) # X 是 离散 型 的 随机 变量 ,分 布 律 为 P{X 二 xi} 二 p(k 二 


1,2，,…), 车 > g(ri)pi 绝对 收敛 , 则 
k=] 
E(Y)= E[g(X)]= > ga) bi. 
k=1 
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(2) Æ X E EA M WIER, AEREN Sa), ARa 
| “egCz)AGz)dz 绝 对 收敛 , 则 


+ co 
E(Y)=ELg(X)]=| g(x)/(z)dz (Cg(Cz) 连 续 ) 


若 Z==g(X,7) 是 随机 变量 和 和 Y 的 函数 , 则 有 以 下 (3)、(47). 
(3) 若 ( 和 ,7 了) 是 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
P iX = xz,,Y = y;) = pi (1 7 一 1 2 )， 


则 E(Z)=E[g(X,Y)]= >` >g (z, y;) bi. 


(4) 若 (X,yY) 是 连续 型 随机 变量 ,其 密度 函数 为 FCz,y) , Wi 
E(Z)=E[g(X ,Y)] 


=| | gC G, y)dzdy (g(r, y) EZ). 
(3) 和 (4) 中 的 级 数 与 积分 必须 绝对 收敛 . 
4. 数学 期 望 的 性 质 
(1) E(C)=C (C 为 常数 ). 
(2) E(CX)=CE(X) (C 为 常数 ). 
(3) 对 两 个 随机 变量 和 和 ,有 
E(X+Y)=E(X)+E(Y); 
推广 到 多 个 随机 变量 和 的 情形 ,有 
E(X + X,+---+X,)=E(X +E(X,)+ ` + E(X,). 
(4) 对 两 个 相互 独立 的 随机 变量 ,有 
E(XY)=E(X)E(Y); 
推广 到 有 限 个 相互 独立 的 随机 变量 情形 ,有 
E(X X, X = E(X DEX) E(X,). 
2 JË 
1. 方差 的 定义 
设 久 为 随机 变量 ,车 [XX 一 EC(X)) 存 在 , 则 称 
E([X—EQCX) JAX 的 方差 , 记 为 
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D(X)=var(X)=E{[X—E(X)Y). 
将 vD(X) = 二 ol(X) 称 为 随机 变量 XX 的 均 方差 (标准 差 ). 
2. 方差 的 计算 
(1) EX 为 离散 型 随机 变量 , 则 
DX)= Dr ECX) Tp 


k=] 


(2) 大 六 是 连续 型 随机 变量 , 则 
DX) =| [z-EO Ff dz. 


(3) 方差 D(X) 的 简捷 计算 公式 为 D(X)==E(X?) 一 LE(X)J]. 

3. 方差 的 基本 性 质 

(1) #C 为 常数 , 则 DD(C) 二 0; 

(2) #C 为 常数 , 则 D(CX)==C*D(X); 

(3) #X 与 Y 相互 独立 ; 则 D(X 十 Y) 一 D(X) 十 D(Y) (同时 ， 
D(X—Y)=D(X)—D(Y)); 

(4) D(X)=0<—>P{X=C}=1. 

三 、 一 些 常用 分 布 的 数学 期 望 与 方差 

X~Bln,p), 则 ECX)=np, D(X)=np (1—p). 

X~r OCP ,NYECXR)=4, D(X) =À. 

X~UCab); 则 ECX)= (a+6)/2, D(X) = (b—a)?/12. 

X~el2), 则 ECX)=1/4, D(X)=1/X. 

X~N(4,0), 则 EC(X)= 1, D(X)=o.. 


疑难 解析 


1， 随 机 变量 的 数字 特征 在 概率 论 中 有 什么 实际 意义 ? 
答 ” 要 全 面 掌 握 一 个 随机 变量 的 统计 规律 性 ,必须 了 解 这 个 随 
机 变量 的 分 布 函数 . 但 是 ,在 实际 问题 中 要 求 得 一 个 随机 变量 的 分 布 
函数 是 困难 的 ,也 往往 是 不 必要 的 ,通常 只 需要 了 解 随机 变量 的 某 几 
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个 数量 指标 就 可 以 了 . 这 些 指标 就 是 概率 论 中 的 随机 变量 的 数字 特 
征 . 一 来 ,它们 比较 简单 易 求 (在 实际 问题 中 可 以 通过 样本 进行 估计 ); 
二 来 ,它们 已 经 足够 满足 解决 实际 问题 的 需要 ,并且 刻 画 了 随机 变量 
的 某 些 特征 . 随机 变量 的 数字 特征 在 概率 论 与 数理 统计 中 有 看 广 泛 的 
应 用 . 


2， 在 数学 期 望 定义 中 为 什么 要 求 级 数 > rp 和 积分 


| “Acz?dz 绝 对 收 钱 ? 


答 ”首先 ,随机 变量 的 取 值 是 随机 的 ,不 一 定 是 按 次 序 的 ,因此 ， 
在 求 和 的 时 候 , 可 能 要 改变 项 的 次 序 . 其 次 ,由 高 等 数学 知识 可 几 , 当 
级 数 绝对 收敛 时 ,不 因 改 变 项 的 次 序 而 改变 级 数 的 和 , 因而 期 望 值 唯 
一 存在 . 积分 是 一 个 积分 和 式 ( 也 可 以 视 为 一 个 级 数 ) 的 极限 ,因而 也 
要 求 绝对 收敛. 

3， 为 什么 不 用 EL[X 一 E(X)] 或 E[ |X—ECX)1 14387 26 EZ 
衡量 XX 取 值 偏离 程度 的 一 个 尺度 ? 

答 久 一 E(X) 虽 然 反 映 了 随机 变量 X 的 取 值 与 平均 值 E(X) 的 
偏差 ,但 偏差 可 能 是 正 的 也 可 能 是 负 的 ,因而 在 求 和 时 容易 正 、 负 抵 
消 ,故居 [X 一 无 (X)] 的 值 不 能 正确 反映 X 取 值 与 平均 值 的 偏离 程度 . 

对 E[|X 一 E(X)|] 来 说 ,虽然 不 再 存在 正 、 负 抵消 的 问题 ,但 是 
要 取 绝 对 值 ,给 计算 制造 了 一 定 的 麻烦 ,所 以 ELIX 一 E(X)|1j 也 不 适 
合作 为 衡量 随机 变量 X 取 值 偏离 程度 的 一 个 太 度 . 

4， 随 机 变量 X 的 数学 期 望 £(X) 与 方差 D(X) 之 间 有 什么 联系 ? 

答 D 车 EC(X) 存 在 ,D(X) 不 一 定 存 在 . 

如 对 二 维 随 机 变量 (X,Y) , 若 概率 密度 为 

fixy) =1/Lrl ty +D], —coe<xr,y<+co, 
# E(X)=0,E(Y)=0, BE DX)=+%,D(Y)= + ee. 
(2) BEKR NFE, W| D(X)— EA fff. 
I3ND(X)= E(X2)—[E(X)J2, Br EC X) PFE, VA D(X) 
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不 存在 (如 Xi 服从 柯 西 分 布 , f z)= 1/[x=(1+ z2)], — so < x< < 
+o, E(X) RFE). 

(3) 若 D(X) 存 在 ,; 则 对 任意 常数 C, 有 D(X) 夸 E(X 一 C)*, 当 且 
仅 当 C= 二 EE(X) 时 等 号 成 立 . 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 随机 变量 的 数字 特征 时 ,必须 先 分 析 已 知 的 条 件 , 根 据 不 
同 的 条 件 寻 找 不 同 的 计算 方法 . 当 分 布 已 知 时 ,一 般 只 需 依 公式 计算 
随机 变量 的 数字 特征 . 所 要 注意 的 是 要 验证 级 数 或 积分 的 绝对 收 合 
性 ,并 尽量 利用 级 数 求 和 的 技巧 和 积分 的 性 质 . 当 分 布 未 知 时 ,可 以 先 
求 出 分 布 ,再 计算 随机 变量 的 数字 特征 . 但 这 比较 麻烦 ,一 般 利用 关于 
数字 特征 的 定理 和 数字 特征 之 间 的 关系 来 计算 . 

一 、 分 布 已 知 时 , 求 数 学 期 望 与 方 郑 

例 1 设 随机 变量 X 的 分 布 律 如 下 : 


K.E(X),E(X:),E(3X2+5),D(X). 
解 E(X) 二 一 2X0.4 十 0X0.3 十 2X0.3 二 一 0.2， 
E(X2)= (—2)2X0.4+0°2X0.3+2°X0.3=2.8, 
EGGX? 5) =3E(X°2)+5=3X2.8+5=13.4, 
D(X)= E(X2)—[E(X)Ë=2.8—(—0.2)*=2. 76. 
例 2 设 随机 变量 XX 的 分 布 律 为 
P{X=Ek}=a/(l+a)t!, a>0,k=0,1,.,， 
求 :E(X) 和 DCX). 


解 、E(X) 一 了》 giin 利用 短 级 数 求 和 技巧 ,有 


x, 1 < L 1 | 1 
2 ka, = >, G) =| 2) =| 7471) (1 r> 
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Pr k— 1 


. 
EX) = | ta 


k=1 


Q 


=a aio, Ka 
HA, AARAA RART n] 49 


k—1 


BOP mt It 
-+ 和 /一 于 
所 以 D(X)=E(X2)—[E(X) J =a +a). 
例 3 i Xi, X, X, 都 服从 [0,2] 上 的 均匀 分 布 , 则 
E(3X,— X. +2X,)= Ç ). 
(A) 4; (B) 3; (C) 1; (D) 2. 
解 ” 选 (A). 因为 


= |o 其 它 ， 


=a(1+2a), 


2 
ECXD 一 | 工 47r 一 1 ， 
0 2 


所 以 
E(3X,— X. + 2X,) =3E(X,)—E(X,) +2E(Xs)=4. \ 


例 4” 设 随机 变量 X 的 分 布 函 效 为 


O, Li, 
F (a=) A +barcsinz, —1<<xr<1, 
l, xrl, 


试 确定 常数 a Mbe, KEX), DX). 
解 ” f(r)==F' (x), fiV 

b/ /V/1—z2, —1<=<1, 
0, 其 它 ， 

| tsa 


— yr J 


r= 


由 连续 性 ,有 
. 188 ° 


F' (1) 一 a 十 元 arcsinz 一 4 十 广 二 1 二 >a 一 消 . 


所 以 E(X)=| < —— =a (由 奇偶 性 ) = 0. 


l 1 2 | l 
D(X)=ECX)=| z —— = | x 
( X ) (X°) 7 s = qz r T VE 


= -VI + arcsinz | = 
Bis 设 随 机 变量 XX 服从 超 几 何 分 布 . 
PIX=m}=CuCN /CN, m=, lst n. 
求 E(X) 和 DX). 


2 


解 E(X)= > mCOCO u/Ch. 


= 人 0 
由 > ,pm 二 1, 故 
m= 1 
> CCI /Chu=1 nN—M,n<M). 
m = Ü 


n 
Fi > CUCN = C, mC = MCh» 
m= ü 
fl n 
从 而 > MORCN M= > MORACHA) 
m=0 m=1 
n — 1 
— 一 上 一 _ —1 
=M > CCRA tm- = MCHA, 
m= Ü 


所 以 E(X)=MCN /Ch = Mn/N. 
类 似 可 求 得 


x pex OT I MMT 1) nM 


NNDD N’ 
ey eeey p "M(N—M)(N—n) 
故 D(X)= E(X°)—[E(X) J = NiCN—1) 


例 6” 设 随机 变量 ~x 04) ,上 且 已 知 EL(X 一 1)(X 一 2) j= 二 1, 则 4 
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解 HX —xGQ) 9, EC(X)=A A, D(X)=A. 又 
E[(X—1)(X—2)]=E[X?—3X+2]=E(X?)—3E(X) +2? 
=D(X)+LE(X)P—3E(X)+2 
一 1 十 入 一 31 十 2 一 ] ， 
故 à=]. 
H7 设 随机 变量 X,Y 相互 独立 , 且 都 服从 NC(0,1/2), 求 随机 
变量 | 一 了 | 的 方差 . 
解 ” 令 Z 二 XX 一 了 , 则 由 参数 可 加 性 知 ,Z~N(0,1), 即 
E(Z)=0, D(Z)=1, E(Z2)=D(Z)=1. 
H D(|X—Y|)=D(Y|Z!])=E(]Z]?)—[E(|Z])J 
=E(Z2)—LE(1Z1)J, 


E(IZ2D=| iz l nq = —2 |” ea = /2 
7a V 2x SIn 0 m’ 


所 以 D|X—Y|=1—2/x. 
例 8 ” 设 在 某 一 规定 的 时 间 间 隔 内 ,一 电气 设备 用 于 最 大 仙 答 
的 时 间 六 (单位 :min) 是 一 个 随机 变量 ,概率 密度 是 


x/1500?, 0<z< 妇 1500， 
f(r)=4 (3000—z)/1500?, 1500<<z 巡 3000. 
0, 其 它 ， 


KX BJ E BHEE ENX). 
解 直接 代 和 人 公式 ,分 段 计算 积分 ,有 
r? 3000 z (3000— z) 
150024 |... 15002 


15009 
30007 /2—x /3 
3x 1500: ' ° 15002 1590 


= 500+ 4500—3500=1500 (min). 
例 9 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
1 一 |1 一 z|1， 0O<x<2, 
0， 其 它 ， 


1500 
ECX) 一 | dz 


3000 
3 


/C0)=| 
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K E(X) MDCK). 
解 ” 如 图 4.1 所 示 , 将 绝对 值 记 号 去 
r, 0<z<1l, 
掉 , 化 为 f(x) 二 42 一 +， 1<<x<2,+ ëE 


0, HEC. 

ECX) 一 | z 。 zdz 十 | zr(2—z)dz 

0 1 

— 4 2 图 4, 1 
3 十 3 1; 
2、_ pfa., aro — ll 
EX = | = zdz + fx (2 一 之 )dz 1 T 3 = š 
所 以 D(X) 一 尼 (X9 一 [ECX) 了 一 二 一 1 一 二 


例 10 设 随 机 变量 X 服从 拉 普 拉 斯 分 布 ,概率 密度 为 
fr) = an (4>0), 
Sk E(X)#I DCX). 


+ ° 
解 EC(X)= 去 | ze 7dr (《 令 zz 一 二 2) 


1 to À 1 kas À 
-去 | (t+ pe dt= 坟 | ue lI/ dz 


o 1 [+ 7A peun | -dr 一 
=), Le t= pH te t=0] ; 
1 [* ° à 1 [+° à 
ExD=4| xie TTN r=] (十 上 ze "dt 


+ ce u c 

= aq | e a= 224, 
0 Ü 

所 以 DOSER) —[E GX): = 222. 


例 11 设 祥 服从 贝塔 (868) 分 布 ,概率 密度 为 
P= (1—r) 0<Zz<<]1， 


l 
f (<) -0 ,9) 
0, Fu, 


SK E(X)5 DX). 
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TODE GQ) 
I (p+) ` 


而 TO 一 | zdz, Fla+-1i)=ar (a), T01)=1, 
所 以 
E(X)= 


解 BCp,g) 一 | z (1 一 过 )9 dz 一 


1 f 1, TIT(p+g) 

B ,q | x (lz) de= T Et 

reto .Lp lI (q) 

To 十 Fo) I (6 -q+1) 

_— T(eto) PCr) _ 2. 
[(e)+ (q) (e+g)lD(6+q) pta 

类 似 地 


E(X°*)= 


ptl 


oto) OLDI) 
~ TC) +r (q) ` (Fa +1) HOr +q) 
B (P +1)2 
 (p+q+ 1) (0--q) 


所 以 D(X)=E(X°:)—[ E(X) Ë= ke re 
下 面 讨论 二 维 随机 变量 与 随机 变量 肾 数 的 情形 . 
例 12 设 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


求 E(X),E(Y) 和 EC(XY). 
解 因为 
X l 2 Y —1 1 
pr 1/4 3/4 ps 3/4 1⁄4 
所 以 EC(X)=1X1/4+2X3/4=7/4, 


E(Y)= —1X3/4+1X1/4=—1/2, 
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E(XY)=1X(—1)X1/4+1X1Xx0 
+2 X (—1)X1/2+2X1X1⁄4 


= — 3/4. 
513 EEEE X~NO,1), Y =2X+1, WM Y— ( ). 
(A) N(0,1); (B) N(1,1); 
(C) N(1,2); (D) N(1,4). 


解 ” 选 (D), RSU E(Y)= 2E(X)+1=1,DCW0Y)=4D(X)=4, 
所 以 Y~N(1,4). 
例 14 设 随机 变量 XX 的 概率 密度 为 


f (x)= e tn ;一 CO 之 XTX 达 十 995， 


2 R 
若 Y~N(0,1), 则 Y= 二 ( ). 
(A) (X+3)/2; (B) (X+3)//( 2; 
(C) (X—3)/2; (D) (X—3)/( 2. 
有 一 _X+3 
I] (B). X—N(—3,2), F L, : Y = —— = —— 
解 ” 选 因为 J L , 214 = 7 


时 ,Y~N(0,1). 
例 15 某 厂 生产 的 一 种 设备 的 使 用 寿命 X 的 概率 密度 为 


0, zr=<0. 
工厂 规定 :已 售 设备 在 一 年 内 损坏 予以 调换 . 若 工 广 出 售 一 台 设 备 
盘 利 100 元 ,调换 一 台 设 备 厂 方 损失 300 元 , 求 厂 方 出 售 一 台 设 备 
熏 利 值 的 数学 期 望 . 
解 Y 可 能 值 为 100 和 一 200( 即 100 一 300) ,于 是 
tœ j 


— r/ — _—1⁄4 
4 z/ dr=e 9 


P{Y=100)=P{X>1)=| 


PY =—200}=P{X<1}=1—e!“, 
所 以 E(Y)=100e 1⁄4+-(—200) X (1 —e "4) 


= 300e +— 200. 

例 16 设 某 种 出 口 商 品 的 国际 需求 量 X~U(2000,4000). 知 
每 出 售 1t 商品 可 赚 取 外 汇 3 万 元 ,但 积压 1t 要 花 保养 费 1 万 元 . 
问 ; 应 组 织 多 少 贷 源 ,才能 获取 最 大 收益 ? 

解 ” 设 商品 量 的 最 大 值 点 为 xo, 收 益 为 随机 变量 Y,Y = 
g(X)， 有 

[1/2000, 2000<z<4000， 


(x)= 
IOS] 0， EE, 
375 X> xo, 
Y=g(X)= | 
3X—(m —X), XST, 
Ta 1 
l! — — 
则 | E(Y ) |. (4x 05056dz 二 |， 3 二 0 200037 


_— 6 
= xó t+ 7000r — 4X 10°). 


因为 ,由 [LE(Y)] = (—2xz + 7000)/1000 = 0, 8 zo = 3500; X 
[ECG7)] = — 2/1000, B LA ro =3500 为 最 大 值 点 . 从 而 知 , 组 织 货 
源 3500 t 时 ,收益 最 大 . 

例 17 AMENER X—U(0,1),Y—U(1,3),X 5Y 相互 独 
立 , 求 EC(XY)5S D(XY). 


解 ” 因 为 
l, O< z+r—]1, ]/2, 1< y—<3, 
( =| ( =| 
fx X 0, 其 它 ， fy y 0, 其 它 ， 
1/2, 0O0<=x<1,1<  y<3, 
所 以 fay = | as 
0 其 它 . 
| l 3 ] 1 
于 是 ECXY) 一 | zdz| 了 ydy 一 广义 2 一 1 
0 l 
1 3 ] 1. 13 13 
ECXY2) 一 | zidz| 2 
Jm _ D(OXY)=E(X:Y2)—[E(XY)J:= 全 一 1 一 全 


例 18 在 长 为 ! 的 线段 上 任意 选取 两 点 , 求 :两 点 间距 离 2 的 
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数学 期 望 与 方差 ,并 求 (2") 和 DC(Z"). 

解 ” 如 图 4.2 所 示 , 将 线段 置 于 区 间 [0,11 上 ;, 则 两 点 为 随机 
E X,Y.X5 Y 相互 独立 且 同 分 布 , 服 
从 UL0,1j,Z 二 1X 一 7 了 |, 因而 

F(z)= P1Z<xi=P/1)|X—Y |<). 
利用 几何 型 概率 可 求 得 
PUIX—Y |<; 
=P (X—Z=<Y=<X-- Z; 
=[/Ë— (Q — zx) ]/ 
=1—(1—z/1)°, OK<. 
`4 >< 0 Rf, F(z)=0; 14 z=¿/ BF, F (z)=1. 所 以 


2(1—z/D/l, O<z<ł, 
1 一 | _ 
0， 其 它 . 
2 |z) 2z zl 
于 征 E= | =| 1 Td 3 一 了 
2 = 了 | 2| 1 二 É 
E(Z ) 一 1 Ne 1 1 dz 6 
站 21 人 1 do 2 
ECZD 一 了 | = 1 一 7 de= TT) 
gn、 21 
E(Z”)= n LI Qnty 
所 以 D(Z)= E(Z2y—[E(Z)J:=/°/18, 


D(Z"*)= E(Z”)—[ E(Z") J° 


— 
 ——iliu 


EESE CE 
(21 十 1)(22 十 2) (n+i lnt?) ` 
H19 设 随 机 变量 XX~N(0,0 ), 求 ECX"). 
— i=. X 
解 ” 先 进行 标准 化 代 换 , 令 Y 了 = 二 ,; 则 Y~N(0,1),f(y) 王 


_— 


; e 12,X" 一 a"7". 于 是 
V 2n 
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g” [te 2 
E(X")==E(y')= | "e dy, 
E y 


当 为 奇数 时 ,EE(X") 二 0; 当 为 偶数 时 , 令 u 二 y*/2, 于 是 
ECX")=o"2"/ DT ° | ae+62ie-sdy 


=a Vr T| | 

= n/2 E] nl THRE Ë 
g2 fv > | a |T| 2 
=o" (n—1)1!, 


o'(n—1)!!, n 为 大 于 2 的 偶数 ， 
0, n 为 奇数 . 

例 20 设 平面 上 点 4 的 坐标 为 
(0,a),a>0. 过 点 4 的 直线 /1 与 y 轴 的 夹 
HAOL 交工 轴 于 点 B( 见 图 4.3). 已 知 9 
在 L0,x/4j 上 均匀 分 布 ,求人 OAB 面积 的 
数学 期 望 . 

解 ” 设 随机 变量 9 的 概率 密度 是 

4/r， 0 过 0 入 rr/4， 
r= | n gk. 


所 以 E=] 


图 4. 3 
而 面积 S 一 了 “ atan0, 是 随机 变量 9 的 函数 , 故 


2 FRA 2 x/d 2 
ES)=$| tan ° 人 dg 一 经 (一 Incosg) | =“ jn2. 
2 Jo T 1 0 7 
例 21 随机 变量 了 对 与 Y 相互 独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 
N(a,o’), 求 Ef[fmax(X,Y) l5 Ef[min(X,Y)|. 


解 D 令 U 一 全 4,V 一 9, 则 UU SV 相互 独立 , 且 都 服 
从 N(0,1). 


max(X,Y)=a-+omax(U,V), 
l az 
fuv (u sU) == one Cu tv /2 
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所 以 
十 co 『 十 ca ] 
ELmax(U,V)]=| | maxlu,v) ° zre 


yr. 2 2 
Cu“ + 2 dudu 


一 II vf (u,v)dudv 十 II uf (u,v)dudv 


z — u— Ü r — UO 


+ ° + ce | 
一 Li | endu| ue dv 
2f ESP 
mn: e7” fdu h we du | 


E pc 


(2) 类 似 地 ,有 
min(X,Y)=a-cmin(U ,V), 


7 


| +e [+= | ] 2: 
Efmin(U,V)]=| | minlu,v) ° one w toO dudy 


— II uf (u,v)dudv + II vf (u,v)dudv 


tt — =< Ü t —* > Ü 


= 了 | d l 
= — Ü — — — ， 
TJ- VX 
. l 
故 E[min(X,Y)]=a—s 
VX 


例 22 从 1,2,…,N 中 依次 (不 重复 ) 取 两 个 数 , 分 别 记 为 及 
#fIY 3k E(X+Y). 
解 显然 ,X 和 Y 相互 独立 且 同 分 布 , 于 是 


— — 1 Epu 1 
E(X+Y)—2E(X)=2| 1X X H2X HHO HNX N 
2 NND N+ 
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例 23 设 随机 变量 (X,7) 服 从 C=(Czy)1 ty 之 0 十 和 
1)? 上 的 均匀 分 布 .定义 随机 变量 U,V 如 下 : 


0, X<o, 
0, X>. 3Y, 

i 0 过 XY, v=] Z 
2, XY, 1, X< Y 3Y, 


求 (U,V) 的 联合 概率 分 布 及 EUV), 
P{UV=0)}. x 
解 HE 4.4 #l 
18 P IU=0,V=0)=0, 
P{U=1,V=0}=0, 
P{U=1,V=1}=P{0<X<Y}=1/4, 
P{U=0,V=1}=P{X<0}=1/2, 
P(IU=2,V=0)=P(X> / 3Y)=1/6, 
PI(U=2,V=1)=P(Y<X< V 3 Y}=1/4—1/6=1/12. 
所 以 (U,V) 的 联合 分 布 律 为 


于 是 E(UV)=1X1X1/4+2X2X1/12=5/12, 
P(UV=0)=1/6+1/2=2/3. 
例 24 WBSSLEE X N(a,ot), Y= e" 称 为 服从 对 数 正 态 分 
布 , 求 E(Y) 与 DC(Y). 
解 ” 可 以 由 Y 的 密度 函数 


1 — (Iny— p)? / (20?) 
€ 9 y— 0, 
ro V 2n 
0， 其 它 
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直接 求解 ,也 可 以 由 义 的 概率 密度 间接 求解 , 即 
E(Y)=E(e¥)=— [e ITS k 


Peda 一 co O 
1 too _ 2 2 [t ] ,2 
— et 。e t l2 du =e”*" /2 e (u — j) Zdu 
Y 21 = Z° y EN 
一 ex+" /2 ， 


2 ] FO ar — (r— u)“ /(2a°) 1 aa — “° /2 
E(Y °) 一 e” =e dz = e T: du 


V CTGY -S V DTJ — e° 
+ ce 
2 1 (oo 2 
—@2+o | — e (ua — 20) /2d7 =e? t" } , 
oo 2 


所 以 
DOY) =E) —[E Y) =e t ett mert (er —1). 
525 RARR F AX EBART EKAS, AY 记 第 
KRTEK HESA oK EC(X+Y)#I E(XY). 
解 X,Y 相互 独立 且 同 分 布 ， 
P{X=k}=1/6, k=1,2,.…,6, 


所 以 BCX) 一 EC7) 一 二 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6) 一 作 ， 


E(X+Y)=2E(X)=7, 
E(XY)=E(X)E(Y)=49/4=12. 25. 

例 26 卡车 装运 水 泥 , 设 每 袋 水 泥 的 重量 (单位 :kg)X 服从 
N(50,2.5), 问 :最 多 装 多 少 袋 水 泥 使 总 重量 超过 2000 kg 的 概率 
大 于 0. 05? 

解 以 和 表示 第 ; 袋 水 泥 的 重量 ,X, 相互 独立 且 同 分 布 ， 


X, ~N (50,2. 5) ,i=1,2, sn Min $ëšzk BJ B SEE Y— >1X,— 
i=] 
N(50n,n(2. 5) , BEKR n. 
2000 一 507 


P 00)=1— P!X=< 2000 -1—g| 
[X-2000:=1 I ) > 5 /i 


<1. 645, #419 n39. 48, 故 取 n 二 39. 


<0. 05, 


2000 — 50n 


B 
要 S u 
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这 里 , 容 钨 犯 的 错误 是 YY 一 N(Cnpnaza:) ,这 时 求 出 nz 一 36, 是 不 
对 的 ， 

例 27 BX X200 X, 相互 独立 且 同 分 布 ,P{(X ,=0)=1— 
=q, P IX =1)= p (0< p<1), U X 记 连 续 出 现 “1” 或 连续 出 现 
“0 ”的 个 数 ( 称 为 游程 ), 求 CX). 

解 XX 的 可 取 值 为 1,2,…,n, 则 

P(X=k)=p, =pq+q'p, k=1,2,.",g 


于 是 EQ = > kp1= > kp'q+ > Eq p. 
此 一 | =1 k=] 
由 级 数 知识 知 


TD 


>= pal 222 t+- 
=1 k=) p 1l—q 


TO 


2 B ; i 1 | 
>= Deli Él apr 


k=1 k=1 


所 以 E(X)=pa( > kpt + > ka) 
k=] k=] 


—_ bq | Pq — P 7P 
(1 一 如)” (1 一 q)” 1 一 户 P 
例 28 某 商 场 经 销 的 一 种 商品 的 进货 量 X 与 顾客 的 需求 量 Y 
是 相互 独立 的 随机 变量 ,都 服从 区 闻 [10,20] 上 的 均匀 分 布 . 设 商 
店 每 售 出 一 单位 商品 可 获 利 润 1000 元 , 若 需 求 量 超 过 进货 量 , 商 
店 可 到 其 它 商 店 调剂 ,此 时 每 单位 商品 可 获 利 润 500 元 ; 奉 进 货 量 
超过 需求 量 , 商场 需 削 价 处 理 , 此 时 每 单位 商品 亏损 200 元 . >K R 
场 经 营 该 种 商品 获 利 的 期 望 值 . 
解 以 2Z 记 经 营 该 种 商品 的 利润 值 , 则 
人 1200Y —200X, Y=<X, 
1000X +500(Y—X)=500(X+Y), Y>X. 


而 X,Y 的 联合 概率 密度 是 


/cz 一 | 


1/100, 10<<x,y<20, 
0, HEE. 
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所 以 
20 x 0 y 
EC(Z)=| dz| (12y—2z)dy+| dy| 5(z+y)d= 


art20r—600)dz+ | s| 32—10y—so]ay 
=19000/3+7500=13833. 3 (元 ). 
例 29 设 在 n 次 独立 重复 试验 中 ,每 次 试验 的 成 功率 为 p. 又 
设 随机 变量 Y 当成 功 偶数 次 时 取 0, 成 功 奇 数 次 时 取 1, 求 E(Y) 和 和 
DY ). 
解 以 X 记 ”次 独立 重复 试验 中 成 功 的 次 数 , 则 
P{X=k} =p, k=0,1,"…,n. 


P(Y=1}=7 (D) [P(X =k} TL (—1P(X=k)]) 


= > [Dre >A CS 一声) | 
k=1 k=} 
=E" + o= zaa]. 
从 而 
E(Y)=0XP{Y=0}+1XP{Y=1}=#[1+ (1—2p)"], 


E(Y’)=0XP{(Y=0}+1XP(Y=1)=[1+ (1—2p)"] 


Fir J D(7) 一 E(72) 一 [E(7) 于 一 十 [1 一 (1 一 22)2] 


例 30 设 某 狩 狂 区 内 有 ?2 只 狐狸 ,一 共 r 次 设 若干 个 陷阱 猜 
狐 . 若 在 每 次 猎取 中 ,对 每 只 尚未 捕获 的 狐狸 而 言 , 它 落 和 陷阱 的 
概率 都 是 (0 二 p 二 1) , 求 第 r 次 设 陷 阱 捕获 狐狸 的 数学 期 望 . 

g p 区 一 1， Bi RIBER KAR, 
0, 其 它 ， 
则 E(X;)=P(X ,=1)=(1—p) T$ 
(前 > 一 1 次 未 捕获 ,第 > 次 被 捕获 )， 
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E(Y)= E| SX.) =nE(X,)=n(1—p) lp. 
i= 1 


二 、 分 布 未 知 时 , 求 数 学 期 望 与 方差 

例 31 一 个 有 2” 把 钥匙 的 人 要 开 他 的 门 , 他 随机 而 独立 地 试 
F. 在 其 中 只 有 一 把 钥匙 能 开门 AR: 

(1) 把 试 开 不 成 功 的 钥匙 立即 除去 情形 试 开 次 数 的 数学 期 望 
与 方差 ; 

(2) 把 试 开 不 成 功 的 钥匙 不 除去 情形 试 开 次 数 的 数学 期 望 与 
方差 . 

解 (1) 以 X 记 试 开 的 次 数 ,可 取 值 1,2,…,n. (X =i) ERA 
i 一 1 次 没 打 开 , 第 i 次 才 打 开 事 件 , 所 以 


ln itl, 1 l 
天 全 一 村 一 n n—1 n—i +2 7 一 上 十 1 n’ 
_ 1 1 nn 十 1) 7 十 1 
E(X)= >i = > = 2 , 
no Sel 1 2 十 1)(22 十 1) _ (ati) (2n 十 1) 
E(X)= 2 一 
2 
故 DO SEX- [EN =: 


(2) 以 了 记 试 开 的 次 数 , 则 Y 可 取 值 1 ,2 n... Ej X 可 取 
值 不 同 , {了 = 站 表示 前 i 一 1 次 没 打 开 , 第 i 次 才 打 开 事 件 . 所 以 


_ 11 一】 
P (Y =i} = n—1 l _ 1 1 一 二 N 
n n n n 
_ < š 1 1 < oip 
FE(X) 一 之 Hig =- >l! m ° 


利用 级 数 求 和 技巧 { 令 (1 一 1/n) =p, 如 例 27) , IEX) =n. 
类 似 地 ， E(X’)=2n’—n. 
故 D(E)=E(X2)—[E(X)]:=n(n—1). 
6132 ” 某 射 手 对 一 目标 进行 射击 ,直到 击 中 为 止 . 设 每 次 射击 
的 命中 率 为 p, 求 该 射手 射击 次 数 的 数学 期 望 与 方 老 . 
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解 ” 显 然 ,以 了 XX 记 射 击 的 次 数 时 ,P{X=k) 二 p(1 一 p) dE 
几何 分 布 ,0 二 p 二 1). 令 1 一 p=g, 有 


EOOD =X kpg '= i (利用 级 数 求 和 技巧 ). 


类 似 地 ， 尼 (X5) 一 > rp =p HR, 
所 以 DOSED- [EWN] =a 

例 33 有 100 名 战士 参加 实弹 练习 , 设 每 名 战士 一 次 射击 的 
命中 率 为 0.8, 规 定 每 名 战士 至 多 射击 4 次 , 若 已 射 中 则 不 再 射击 . 
问 :该 次 练习 ,至 少 应 准备 多 少 发 子弹 ? 

解 [以 X, 表示 第 i 名 战士 需 用 的 子弹 数 ,r* 一 1,2,…，100. X, 


100 190 
可 取 值 为 1,2,3,4, 则 所 求 为 E(X)=E[ > X,) = > E(X ). 因为 
Zi Zi 
X, 相互 独立 且 同 分 布 , 所 以 
P{X,=1}=0.8, PIX;=2)=0.2>X0.8=0.16, 
P IX,=3)=0. 22XX0. 8=0. 032, 
P (X,=4)=0. 2:X0.8=0. 008, 
故 E(X,)=0.8+2X0.164-3X0.032+4X0.008=1. 248. 


100 


于 是 E(X)= > E(X;)=100X1.248=124.8, 
:=1 


即 至 少 应 准备 125 发 子弹 . 

例 34 ”一 箱 中 有 10 只 同型 的 配件 ,其 中 2 只 是 次 品 . 装配 工 在 
使 用 时 任 取 1 只 ,若是 废品 , 则 扔 掉 重 取 1 只 ,直到 取得 正品 为 止 . 
求 在 取得 正品 前 ,已 取得 次 品 数 的 数学 期 望 . 

@ ”以 X 记 取得 正品 前 已 取得 的 次 品 数 , 则 和 可 取 值 为 0,1， 
2, R. 


_n\ Š 1 2. 8 8 
_ 2 1 o l 
PlIX=2)=1T062 9 X1 二 了 5， 
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t2 
45 9? 
l 4 


所 以 E(X)=0+1X Š +2X 

2) 8 _ 

ECX’) =0+1X z t4X =T; 

DO=EXD-[EOF =ý- $] = 

例 35 将 3 个 球 独立 地 随机 地 放 和 人 4 个 编号 为 1,2,3,4 WA 

+f 中 去 . 以 对 表示 其 中 至 少 有 一 个 球 的 盒子 的 最 小 号 码 , 求 
E(X). 

解 ” 先 用 古典 型 概率 方法 求 X 的 分 布 律 . 因为 样本 空间 的 基 

本 事件 数 为 4 ,X=1 含 事件 数 为 和 全 一 3 ,和 X 一 2 含 事件 数 为 3 一 23， 


X=3 含 事件 数 为 和 一 1,X 一 4 含 事件 数 为 1, 所 以 
7， P(X=2)=S 


=1)= 
P(X=1})= 4 


PIX =3)1= 1 P{X=4} Ti 


_37 oxl9 3x7 ax 1100_25 
于 是 E(X)= s, T2X 54 T 3X 141554 ry 


mH X= 的 事件 数 是 这 样 算出 来 的 ;X==1 含 的 事件 数 是 将 
3 个 球 任意 放 入 4 个 盒子 的 事件 数 4 减 去 任意 放 入 际 1 号 盒子 的 3 
个 盒子 的 事件 数 3. 

例 36 设 袋 中 装 有 编 有 号 码 为 1,2,…，, 的 球 , 第 上 号 的 有 大 
个 . 现 从 中 摸 出 一 球 , 求 所 出 现 号 码 的 数学 期 望 . 

解 UX iR SA, 


一 -一 -一 一 ~ _ k _ 2 _ = ... 
PIX=k) = IEZ n at) ÉT LOTO 
_ ~ Opn Ê ~ 
故 E(X)= 2 tP (X k} G FD S$ 
— 2 n(n +1) C2n+1)__ 2n—+1 
n(n+1) 6 3 ` 


037 ZEA A,B 两 队 进 行 乒乓 球 比 赛 ,规定 一 方 先 胜 三 
盘 , 则 比赛 结束 . 设 每 场 比赛 A 队 获 胜 的 概率 p= 二 1/2, 以 X 记 比 赛 
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的 盘 数 , 求 E(X). 
解 ”因为 A\B 两 队 的 胜率 相等 ,所 以 只 需 讨论 A 队 获 胜 的 情 
JE m u] I Y. X 的 可 能 取 值 为 3,4,5, 求 出 XX 的 分 布 律 . 
P{X=3}=2Xp;=1/4, 
P{X=4}=2pC p 0 — p)=2X3/16=3/8, 
P{X=5}=2pCip Ad — p) =2X6X1/32=3/8, 
所 以 E(X)=3X1/4+4X3/8+5X3/8=33/8 G). 
B38 某 产 品 的 次 品 率 为 0. 1, 检 验 员 每 天 检验 4 次 ,每 次 随 
机 地 取 10 件 产 品 进 行 检 验 . 如 发 现 其 中 的 次 品 数 多 于 1, 就 去 调整 
设备 .以 和 表示 1 天 中 调整 设备 的 次 数 , 求 瓦 (和 )， 
解 一 ”一般 的 方法 是 先 求 设备 需要 调整 的 概率 . 在 以 了 记 每 
次 检验 中 发 现 的 次 品 件数 , 则 了 一 B(10,0.1). 当 Y>1 时 , 需 调整 
设备 .所 以 
P{Y>1}=1—P{Y<1} 
=]1— (1—0. 1)®—C4 X0. 1X (1—0. 1) 
=] —0. 9—0. 9? 一 0. 264. 
FÆ,X~B(4,0. 264), M m 
E(X)=4X0. 264=1. 056 QK). 
解 二 ”技巧 性 较 强 的 方法 是 利用 数学 期 望 的 性 质 求解 . 设 
x — 0， 第 i 次 检验 发 现 次 品 件数 三 1， 
© b 第 i 次 检验 发 现 次 品 件数 汪 1， 


4 
p| X= > Xi, 而 
i=] 
P{X:=1}=1—0. 9° —Cl, X0. 1X0. 9=0. 264, 
EC(X)=0XP{X:=0}+1XP{X:=1})=0. 264, 
4 
所 以 E(X)= > E(X:)=4X0. 264=1. 056 QK). 


这 种 方法 经 常用 来 求 较 复 杂 的 但 能 分 解 为 若干 较 简单 的 同 分 
布 的 随机 变量 和 的 随机 变量 的 数字 特征 . 
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例 39 某 机 场 的 送 客车 一 次 载 20 名 旅客 自 机 场 开 出 ,沿途 有 
10 个 停车 点 , 咎 到达 停车 点 无 人 下 车 则 车 不 停 . 设 每 名 旅客 在 各 
个 停车 点 下 车 是 等 可 能 的 , 求 送 客车 停车 次 数 的 数学 期 望 . 
解 利用 上 题解 二 的 方法 . 设 
| 0， 第 i 个 停车 点 无 人 下 和 车， 


X; = I 
l, 第 1 个 停车 点 有 人 下 手 ， 


;一 1 ,2 ,，… ,10. 送 客车 停车 的 总 次 数 和 一 > X, I 
PIX,=0)=P (5; 个 停车 点 无 人 下 车 } 一 | 5 o, 
P(X=1)=P (Bi 个 停车 点 至 少 有 一 个 下 车 }=1 一 | 起 | ` 


pxo =0x| 10) x-| 攻 | Jli) 


E(X)=E| >x. = > Ecxo=1o[i—| 16 =s. 784 QKR). 


需要 提醒 的 是 ， 在 用 该 方法 解 题 时 ,各 XX; 应 当 是 相互 独立 的 ， 
其 独立 性 应 易于 确定 . 

例 40 一 和 从 中 装 有 3 个 红 球 、5 个 日 球 ， 从 中 抽取 4 次 ， 每 次 抽 
一 球 ,以 和 记 取 到 红 球 的 次 数 . 求 : 

(1) 在 放 回 抽样 下 ,XX 的 分 布 律 为 P{X=),E(XX) 及 X 的 最 
可 能 取 值 ; | 

(2) 在 无 放 回 抽样 下 ,X BJ yd ft J PIX =k) E(X). 

解 (1) 在 放 回 抽样 下 ,每 次 取 到 红 球 的 概率 为 3/8, 所 以 
X~B(4,3/8). 因此 

P(X=ky=C1X (3/8)X (65/81 *, k=0,1,.",4, 
E(X)=—=np=4X3/8=3/2, 

X 的 最 可 能 取 值 为 [np 十 pj 二 [3/2 十 3/8]==L15/8j=1. 

(2) 在 无 放 回 抽样 下 , 抽 得 红 球 的 概率 服从 超 几 何 分 布 
HH(4,3,8), 所 以 
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忆 (X 一 人) 一 CC 人 ACE， k=0,1,2,3, 
E(X)=nM/N=4X3/8=3/2. 

例 41 ERAAN 辆 汽车 ,车 牌号 的 尾数 从 1 2 N. 现在 在 街 
上 随机 地 记 下 nn 辆 车 牌号 的 尾数 , 设 其 最 大 号 码 为 下, 求 E(XX)( 只 
考虑 放 回 抽样 情形 ). 

解 ” 先 求 出 X 的 概率 分 布 . 因为 基本 事件 总 数 为 N", 有 利 事 
件数 为 &" 一 (kk 一 1)"(X=k 训 时, 号码 不 大 于 k 的 有 k" 种 ,号 码 不 大 于 
(RE 一 1) 的 有 (一 1) 种 ), 所 以 

PI (X=k)=[Pbə —(k—1)"]J/N", 
于 是 


N N 
EXO =X P(X =k) = > RL k] 
k=1 k=l 


一 二 (1 一 0 十 202 一 1 十 省 NLN 一 CN 一 D]) 


=+ +e NDN] 
yo 
=N- ia 2”. 
例 42 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 形式 为 
ax, 0<<T< 2， 
f =) "e 2<r<4, 
0, 其 它 ， 


HE(X)=2,P11<X<3)=3/4,K : 
(1) a,b,c 的 值 ; (2) E(Y)= E(e*). 


解 (1) 由 1=| codz=| ardz+| (cz 十 b)dz， 
得 2a+ 6c+ 2b= 1. 


sax 


4 
2=| razdz 十 | x (c=+- b)d<x, 
Ü 
8a/3 十 56c/3 十 66 二 2. 


48: 
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2 
由 3⁄4=P(1<x<3)=| azdz 十 | (cztb)dz, 
1 2 


得 3/2 二 5c/2 十 6=3/4. 
解 方程 组 
2a -+6c+2b=1, a=1/4, 
Sas 0-9, 得 <b=l1, 
3/2 十 5c/2 十 2 一 3/4， c= —]/4. 


(2) E(Y)=E(e®)=| e . dz 十 | el 1 一 于 |dz 
Ü Z 
d; 4s 


例 43 I X, DETI , X, 是 相互 独立 的 随机 变量 HA 
E(X:)= f4, D(X:)=0, i=], 2，… ,Nn. 


J 1 < l SA y Ta n; 
IX = XS X X) , 验证 : 


D ERS DR = 2; (2) S= [> X: nX:) ; 
(3) ECS?) =o. 


_ 1 ~ 1 ~ 1 
解 a) E(X)=E| 3 = DEX = 


wp lyvxl-lS =l p= lo 
D(X)=D| - >x, = 2 D(X) = not = o. 


= 
(2) S = HD (X2x X LX) 
- H [222 RX X] 
= L [XX(2 2 xn) ] 
= > X: aZ). 


(3) ES =E] 一 >x: nx) | 
i=1 
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=E (DLX A-T) 


n—} 


=- {D EX- — nE X —)]} 


n—i 


l 


=a] 


(n— i)o =g’. 


例 44 设 随 机 变量 和 满足 
E[(X—1)2]=10, E[(X—2}]=6, 
|] E(X)5 D(X). 
解 E[(X—1):]=E(X:)—2E(X)+1=10 
=> E(X?)—2E(X)=9, 
E[(X—22:]= E(X2)—4EC(X)+4=6 
=> E(X2)—4E(X)=2. 
D HI E(X)=7/2,E(X:)=16. 于 是 


D(X)=E(X5—[EGO=16—_ T =. 


例 45 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 联合 分 布 律 为 


0 0.10 0. 25 0.15 
1 0.15 0. 20 0.15 


Ë .X #IX+Y 的 分 布 律 ,E(Z) 二 E| sin | 
解 X 可取 值 0,1,2, 关 十 Y 可 取 值 0,1,2,3, 故 


x 0 1 2 X -+Y 0 ] 2 3 
Ph 0.25 0.45 0.30 P; 0.10 0.40 0.35 0.15 
H X+Y 分 布 律 得 
sin0O 一 SInTY 一 0， sin > 一 一 |， 
E sin ATD |=0xo0. 10+1X0.40+0X0.35+(—1)X0.15 


=Q. 25. 
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例 46 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 窗 度 为 
2 x X 
re 2y), 0<xz<1,1—y<2, 


0, 其 它 ， 
求 E(Z)=E(X/Y:+ XY). 
解 lH EG SLE EPR3DB 33 HHIA Z z , 38 


ECZ) 一 | av] | 于 zy X 志 (z+2y)dz 
=| dy| ži Tti Haytay dz 一 

例 47 射手 对 目标 连续 射击 ,直到 命中 mx 次 为 止 . 设 每 次 射击 
命中 率 为 p, 求 所 用 子弹 数 X 的 数学 期 望 与 方差 . 

解 X 的 可 取 值 为 ,mx 十 1，…. 由 于 最 后 一 次 必然 命中 , 故 

PIX=k)=C7 10" lg np, k=m,m+l, 

(ERX RAIAR Faa). 

IX: 记 第 :一 1 次 命中 至 第 i 次 命中 所 用 子弹 数 , 则 


X= ` X,, EC(X)= DE(X), D(X)= > D(X). 
I=] i=] i=] 
因为 X; 服从 几何 分 布 , 已 (和 一 外 一 9 p, k=51,2, ,所 以 
E(Xi)=1/p, D(X;)=q/ p° 


(利用 级 数 求 和 技巧 ,类 似 第 一 市 例 2 和 例 27). 
于 是 E(X)=m/p, D(X)=mq/ b°. 


1. 协 方差 与 相关 系数 
(1) 对 于 二 维 随机 变量 (X,Y), 量 
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(E[X—E(X)] Y—E(CY)]) 
FR 2J PIALA Br X 与 Y 的 协 方差 , 记 为 cov(X ,Y), Bp 
cov(X,Y)=E([X—E(X) J[Y—EC(Y)J). 


(2) = COA) 称 JT r X —J Y SZN. 
= E AEE X SY 的 相关 系数 


(3) 对 于 任意 两 个 随机 变量 X 和 Y, 有 下 列 等 式 成 立 : 

D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2cov(X,Y), 
cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y). 

2. 协 方差 的 性 质 

(1) cov(X,Y)=cov(Y,X); 

(2) 对 任意 常数 a,6, 有 cov(aX,bY)==ab， cov(X,Y); 

(3) cov(X, + X,,Y)=cov(X ,,Y)+cov(X,,Y). 

3. 相关 系数 的 两 条 重要 性 质 

(1) |oxy|<1 (pxy 之 0 称 为 正 相 关 ,oxr<0 RANER). 

(2) |oiz| 王 1 和 所 人 存在 常数 a,0, 使 Pt7Y 一 a 十 2X)} 一 1 (|px | 

=] 称 线性 相关 )， 

4. ÉE (EL sa yE 5 rh D $E) 

X MY 是 两 个 随机 变量 ， 

qd) 若 ECX*),k 二 1,2,… 存 在 , 则 称 其 为 X BJ k NEAR; 

(2) 车 Ef{[(X) 一 E(X) 了 了) ,k= 二 1,2,… 存 在 , 则 称 其 为 X 的 上 


Br rR D E; 
(3) #E(X'Y!), k,l=1,2, FE, JI ER R X MY 的 & 十 ! 阶 
RGE; 


(4) #E1[X—E(X)]F[Y—ECY)]J), 7 一 1, 2,… 存 在 , 则 称 
HAX MY 的 & 十 ! 阶 混合 中 心 矩 . 
5. 协 方差 矩阵 
n EMILE Xo XVW MEE PLE 
C;=cov(X;,X;)=E([X—E(X)J]JLY—ECY)]) 
若 都 存在 ,i,j 二 1 ,2,…,n, 则 称 矩 阵 
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Cni Ca "° Can 
为 n 维 随机 变量 (Xi X... ,六 ,) 的 协 方差 矩阵 . 由 于 cj 二 cj GÆ]; 
1 7 一 1 ,2 ,nn), 有 所 以 C 是 一 个 对 称 和 矩阵 . 


疑难 解析 


1. 协 方差 和 相关 系数 反映 了 随机 变量 和 与 了 之 间 的 什么 样 
的 关系 ? 

答 ” 当 给 定 两 个 随机 变量 和 和 Y 时 ,我 们 必然 会 考虑 它们 之 间 
是 否 存在 某 种 关系 . 如 当天 ,7 相互 独立 时 ,有 

D(X + Y) = D(X) + DOY); 

一 般 情 况 下 ， 
D(X+Y)=D(X)+DCY)+2E([X—E(X)J[Y—E(Y)]J). 
因而 量 E([X 一 E(X)][Y 一 E(Y)]) 关 0 反映 了 X,Y 不 相互 独立 而 

存在 某 种 相依 关系 的 事实 ,将 其 定义 为 协 方差 . 

DX), DOY) ERER}, 

pxy=cov(X,Y)/[ /D(X) VDY)] 
反映 了 X 和 Y 联系 的 密切 程度 . ox = + 1 时 ,X MY 之 间 存 在 线 
性 关系 a 叉 十 bY 了 十 c=0 的 概率 为 1; 而 om 一 0, 只 反映 X, Y 不 存在 线 
性 关系 ,不 排除 其 它 的 联系 . 

2. 两 个 随机 变量 相互 独立 与 不 相关 有 什么 区 别 ? 怎样 解释 它 
们 之 间 的 联系 ? 

答 ”两 个 随机 变量 X 与 Y 相互 独立 与 不 相关 所 反映 的 不 是 同 
一 种 关系 .六 5Y 的 独立 性 反映 X 与 了 之 间 不 存在 任何 关系 ,而 X 
5Y 不 相关 只 是 就 线性 关系 而 言 的 .但 当 (X,7) 服 从 二 维 正 态 分 
布 时 ,X 和 Y 相互 独立 与 和 YY 不 相关 是 等 价 的 . 详细 地 讨论 ,可 
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以 得 出 : 
(1) 在 和 ,了 相互 独立 , 则 和 ,了 不 相关 .因为 车 和 ,7 相互 独立 ， 
则 
E(XY) = E(X5E(Y), 
从 而 cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=0, 
得 oxr=0, FRA X,Y 不 相关 . 
(2) X,Y RIR, M X,Y 不 一 定 相 互 独立 . 如 例 7, 由 
(X,Y) 的 概率 密度 
 [1/RR, x+ y°<Rš:, 
. f =<,y)= " 其 它 
可 算得 E(X)=E(Y)=0, E(X,Y)=0, 
所 以 ox =0,X 5Y 不 相关 .但 
fx(x)=2 VR—zx /aR’), |<=z|<R, 
fy(y)=2 /R:—y2/(=R2), |y|]<R, 
而 flr) fr Afr, y), Br l X 与 了 不 相互 独立 ( 例 8、 例 9 也 说 
明 这 一 事实 ). | 
(3) #X,Y WWR. l| X 与 了 不 相互 独立 . 因为 阁下 ,Y 相关 , 则 
pxy0,B|l|cov(X,Y)Z0,WNTm E(XY)— EC(X)E(Y)=0, Ff U) X 5 
Y 不 相互 独立 . 
(4) # X,Y 不 相互 独立 ,X 与 了 不 一 定 不 相关 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


计算 随机 变量 的 其 它 数 字 特 征 的 方法 与 计算 随机 变量 的 数学 
期 望 和 方差 的 方法 一 样 . 一 是 依 定义 计算 ,但 依 定 义 计算 时 往往 要 
先 求 随机 变量 的 分 布 , 这 样 使 问题 变 得 复杂 ;二 是 由 随机 变量 与 数 
字 特 征 之 间 的 关系 来 计算 ,这 样 比 较 灵 活 , 也 比较 简捷 ,但 对 概念 
的 熟悉 与 技巧 的 熟练 程度 要 求 较 高 . 
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一 、 其 它 数字 特征 的 计算 
例 1 设 D(X)=4,D(Y)==9,pxy = 二 0. 6, M} D(3X —2Y)= 


“ 解 DG(3X—2Y)=D(3X)+ D(2Y) 


—2pxy X2X3 /D(X) /D(Y) 
一 9X4 十 4X9 一 12X0.6X2X3 
一 28. 8. 
例 2 E EH TE X 的 方差 D(X) 有 限 , 设 Y=aX 十 6b 
(ae 天 0,a,p HARO j oxy = ). 
(A) 1; (B) —1; (C) a/lal; (D) [exy | <1. 
解 ” 选 (C). 因为 
E(XY)=E[X(aX+b)]=aE(X2)+bE(X), 
cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) 
=a E(X?) +bE(X)—E(X)[aE(X) +6] 
=a E(X?)—al E(X) }=aD(X), 
而 D(Y)=a:D(X), VD(Y)=|al /D(X), 
， _ aD(X) _ a 
ië a pO BG lal 
例 3 若 随机 变量 X 5 Y 满足 D(X 十 了) 二 D(X 一 了 ), 则 必 有 
( ). 
(A) X 与 Y 相互 独立 ; (B) X 与 Y 不 相关 ; 
(C) D(Y)=0; (D) D(X)D(Y)=O0. 
解 ” 选 (B). 因为 
D(X+Y)=D(X)+D(Y)+2cov(X,Y), 
D(X—Y)=D(X)+D(Y)—2cov(X,Y), 
Ah D(X4+Y)= D(X—Y)#8 cov(X Y) =0=> oxy= 0, M Tü A 
X 与 了 不 相关 . 
例 4 设 对 随机 变量 了 X,Y fSECX)=2,E(X2)=20,E(Y)=3, 
E(Y2)=34,oxy=0.5,3K : 
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(1) EG3X+2Y),D(3X-+2Y); 
(2) E(X—Y),D(X—Y). 
解 A) EGX+2Y)=3E(X)+2E(Y)=6+6=12, 
D(3X +2Y)=9D(X)+4D(Y)+2cov(X,Y) 
=9X (20—4)+4X (34—9) 
+12X0.5X4X5=364. 
(2) EX—Y)=E(X)—E(Y)=-—1, 
D(X—Y)=D(X)+D(Y)—2cov(X,Y) 
二 (20 一 4) 十 (34 一 9) 一 2X0.5X4X5=21. 
例 $ 设 随 机 变量 (X,Y) 的 协 方差 矩阵 为 
c= + S), 
—3 9 
SRX MY 的 相关 系数 pxy. 
解 ” 由 协 方差 矩阵 知 
D(X)=4, D(Y)=9, cov(X,Y)=—3, 
故 oxy 一 一 3/(2X3) 王 一 172. 
例 6 设 随 机 变量 (X,Y 了) 在 区 域 D:zx: 十 y 志 R? 上 服从 均匀 分 
布 . DEX, Y 是 否 相 互 独立 ; DR X,Y 的 相关 系数 pxy. 
解 (1) 因为 


1/(xR?), r+ y:<R’, 
fw) 0 RE, 
所 以 
] [vR , 
fx(x)= al gaiz VR 7, |z | <R, 
0> 其 它 . 
类 似 地 ， jw- 下 R—y, |yl<RK, 
Ü, 其 它 . 


显然 fx CT) fy) = f (m, y) , Pr U X 与 Y 不 相互 独立 . 
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R 
(2) E(X) = Ka| z VR Zde Ë 0, E(Y)=0, 


[R] FÉ cov(X,Y)=E(XY)= II zydzdy 一 0， 
PTEI oxr=0, B0 X,Y PAX. 由 此 可 见 , 不 相关 不 一 定 相 互 独 立 . 
例 7 设 随 机 变量 XX 服从 拉 普 拉 斯 分 布 ,其 概率 密度 为 


f= e, —o<r<+ oo, 


R: D E(IXI),DOUXI); 
(2) cov (X, |X|) E]: X [X| RHA? 是 否 不 相关 ? 


1 [+ Œ [+e 
解 (1) E(|x)=+| zle dz ==] Te “dz 
一 cc 0 


=T(2)=1, 
2、_ 1 全 > 2 —|=x| f T 2 a 
E(|X| ) 一 本 | [六 | dz 一 -| ze dz 一 上 (3) 一 2， 
故 D(|]|X])=E(|X|2)—[E(|X])=2—1=1. 
te r 
(2) ECXIXD 一 | > Iz]e “dz 
ü 1 + co 
一 一 一 Zezd 过 十 | x'e “dz 
一 一 上 TP(3) 十 二 (3) 二 0 
2 2 a 


十 co Z 
ECX) 一 二 | xe dz — o, 


-一 CO 


故 cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=0—1Xx0=0. 
所 以 ,XX 与 |X| 不 相关 . 

xT 0<a<co,(|X|<a)C IX<a). H+ P(|X|<a)>0, 
P{X <a} <1, FF | 

P{X <a} =P{(|X\|<a}ÆP{|X|<a}P{X <a}. 

AX 5Y 不 相互 独立 . 

例 8 已 知 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 为 
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试验 证 总 邱 了 不 相关 ,但 X 与 了 不 相互 独立 . 

证 EC(X)=—1X3/8+0X2/8+1X3/8=0, 
E(X°?)=1X3/8-+0X2/8+1Xx3/8=3/4, 
D(X)=E(X2)—[E(X)]:=3/⁄4, 

E(Y)=0, D(Y)=3/4. 
而 E(X,Y)=1/8—1/8—1/8+1/8=0, 
所 以 cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=0, 
故 oxy == 0, BI X Lj Y 不 相关 . 
ERE P pus tH pu =1/8, mM pi. =3/8, p.1=3/8, EI pu = 
Pi. bp. P PRU X SY 不 相互 独立 . 
例 9 已 知 随 机 变量 XX~N(0,1),Y= 二 Xi, 求 了 与 Y 的 相关 系 


数 . 
解 ” 由 上 节 例 19 A, AXN), W 
(k 一 1)!!，& 为 偶数 ， 
E(X*) = 
0, k 为 奇数 . 


E(Y)=0, E(Y2)=E(X°)=15, D(Y)=15. 
又 cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=E(X*)—0=3, 
， cov(X,Y) 3 _1 
WU on VDT x 5 Vl 
例 10 已 知 随机 变量 和 ,了 ,2 ,证明 : 
D(X+Y+Z)=D(X)+D(Y)+D(Z)+2cov(X,Y) 
+2cov(X,Z)—+2cov(Y ,Z). 
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证 ”由 方差 定义 展开 上 式 可 得 

D(X+Y+Z) 

=E([(X+Y+Z)—E(X+Y+Z)]) 

=FE([X—E(X)]+[Y—E(Y)]+[Z—E(Z)J:) 

=E([X—E(X)J2) +Et([Y—ECY)2) + EI([Z—E(Z)]) 
+2E([X—E(X)J[Y—E(C(Y)]) 
+2E([X—E(X)J[Z—E(Z)]) 
+2E([Y—E(Y)][Z—E(Z)]) 

=D(X)+D(Y)+D(Z)+2cov(X,Y) 


+2cov(X,Z)+ 2cov(Y ,Z). 
例 11 已 知 随机 变量 (X,7,Z) 的 协 方差 矩阵 
9 1 一 2 
C 一 1 20 315 
— 2 3 12 


& X =2X4+3Y+Z,Y =X—2Y+5Z,Z,=Y—Z,K (X,,Y,,Z.:) 
的 协 方差 矩阵 ， 

解 His 32: EER M ,D(X)=9,D(Y)=20,D(Z)=12, 
cov(X,Y)=1,cov(X,Z)= —2,cov(Y ,Z)=3. 利用 上 题 结 论 和 协 
方差 运算 性 质 , 得 

D(X,)=4D(X)+9D(Y)+ D(Z)+ 12cov(X ,Y ) 
+4cov(X,Z)+ 6cov(Y ,Z) 
一 36 十 180 十 12 十 12 一 8 十 18 一 250， 
D(Y,)=D(X)+ 4D(Y)+ 25D(Z) 
+(—4)cov(X,Y)+ l0cov(X,Z) 
二 (一 20)cov(Y ,Z)= 305. 
D(Z1)=D(Y)+D(Z)—2cov(Y ,Z)=26,; 
cov(X Y )=cov(2X + 3Y +Z, X—2Y+52Z)}=—26. 
同 理 cov(X,,Z,)=48, cov(Y,,Z,)= —76. 
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250 — 26 48 
(X Yi,2Z 的 协 方差 矩阵 为 -— 26 305 ”一 76 |. 
48 —76 26 
例 12 设 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
1， |yl|<<x,0<zr<1, 
f(x,y)= 0， 其 它 ， 
K.G) fx), fro); (2) E(X), EY), DX), DY); 
(3) cov( X,Y). 
解 〈1) 为 了 易于 分 析 积 分 区 域 , 画 出 / 
(zy) 不 为 零 的 区 域 图 形 ( 匈 图 4. 5). 
当 0 委 z 委 1 时 ， 


f=) 1dy 一 27， 


2 工 ， ECESE 
0, RHE; 
1 
*4 0<<y<1 时 ， fry)=| 1dz=1 一 y 


所 以 fxG)=_| 


1 
当 -1<y<0 时 ， fry)=| ldz=1+y 


= [i7 —1<y<1, 
所 以 fr(y)= 0, 其 它 . 
V E(X)=| 1X 2zdr=5 


l 1 
ECX2 一 | zX 2zdz= x 
0 
8 
E(Y)=| a- | y Ddy 一 一 0， 


l 1 
E(Y°) =2| yd 一 ?dy 一 下 ; 


1 2 1 _ 1 
所 以 D=} $ 一 18， 万 (了 ) 6 ° 
1 = ñ 
ECxY)=| dz| zrydy 一 -一 0， 
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故 cov(X,Y)=E(X)E(Y)=0. 
例 13 CE 3 X—-—N0(,3),Y—N(0,4),.,0yy=—1⁄/2,% Z= 
和 /3 十 Y/2, 求 : 
(1) EZM DZ); (2) pxz; (3) X,Z 的 独立 性 . 
解 (1) 由 已 给 分 布 知 
E(X)=1, D(X)=9, E(Y)=0, D(Y)=16, 


所 以 E(Z)=3E(X) +E Y)=4+0=4, 
3 3 
D(Z2)= DOO + D(Y)+2X L X--cov(X,Y) 
_ J l — 
一 1 十 4 十 可 | ;| x4x3 3. 


(2) cov(X,Z)=cov| X, ++ | 


=—cov(X,X)+-cov(X,Y) 


ol ll 
=DOO++| > 


所 以 Pxz =Q. 
(3) 因为 Z 一 亏 十 过, 所 以 Z 也 是 正 态 分 布 .对 于 正 态 分 布 ,不 
相关 与 相互 独立 等 价 , 故 由 pxz 王 0 知 ,X,Z 相互 独立 . 
例 14 设 二 维 随 机 变量 (和 X,7) 一 NO0,0,a,ogpo), 其 中 过 汉 
02. Xi Xi = Xcosa+Ysina, X; = — Xsina +Y cosa, 8] : fs] Rf X, 与 
X, SHR. H X, 5X: 相互 独立 ? 
解 因为 (Xi,Xs) 是 (X7Y) 的 线性 变换 ,所 以 (Xi XVR JE 
二 维 正 态 随机 变量 AX 5X: 不 相关 ,XX 5X: 必然 相互 独立 . 
E(X,)=E(X,)=0, 
cov (XI,X,)=E| (Xcosa+Ysina)(—Xsina+ Ycosa) ]— 0 
= E| — X’sinecosa + Y°sinacosa + XY (cos’a— sin’a) | 
= (oi — g$ )sinacosa + poc; (cos“a—sin°a). 
AX = X; 不 相关 ， 则 cov (X, ,有 一 0. 从 而 有 
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2sinacosa 2po10, 
cosřa— sina of—os 


此 时 ,Xi 5 X, AHR, B X. 5 X, 相互 独立 . 
BIS 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
2—z—y, 0O<<x,y—<1, 


for | 0， EE, 
求 (X,Z) 的 协 方差 矩阵 和 相关 和 矩阵 . 


解 E(X) =| dz| r(2—zx—y)dy=— 


tan2a = 


< 


ECX9 一 | dz| e pl, ECY’) = 
2 
DCX) 一 ECX9 一 LECX) 了 一 二 一 | 15 -4 p=, 


1 1 
ECXY)=| dz| zy(2 一 z 一 y)dy 一 二 ， 
0 + 


cov(X,Y)=E(X,Y)[UEGOECY= C | =L. 
x Pxx = Dyy =]; 
cov(X:7) _ 1] 


O POO DO) 11 
所 议 协 方差 矩阵 C 与 相关 系数 给 阵 P 分 别 为 


u 1 S S 
144 144 11 
= n P = 
a ll _1 
144 144 11 | 


例 16 X MY 都 是 标准 化 随机 变量 ,pxy 二 1/2, 令 Zi 二 aX， 
Z,=bX--cY , 试 确定 a,byc 的 值 ,使 D(Z1)= 一 D(Z;,)==1, 且 2 与 2 
不 相关 . 

解 因为 和 ,7 都 是 标准 化 随机 变量 , 即 

E(X)=0, E(Y)=0, D(X)=1, D(Y)=1. 
又 Ooxy 一 1/2, 于 是 
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门 (Z1) 一 门 (aX) 一 0 门 (X) 一 0 
D(Z,)=D(bX+cxY)=b D(X)+ C D(Y)+2X1/2XbcX1X1 
=b ° +c + bc, 
cov (X,Y)=pxy /DGX) /D(Y)=1/2, 
cov(Z ,,Z,)=cov(aX „bX +cY ) 
—abcov(X ,X)--accov(X ,Y)=ab--bc/2. 


at=], a=tl, 
建立 方程 组 4 钴 十 c: 十 pc 一 1, 解 得 4 一 士 1MW 3 ， 
ab+bc/2=0, c= 2// 3. 


例 17 设 X ,XXX , (之 m) 是 相互 独立 且 同 分 布 、 而 
目 方 差 存在 的 随机 变量 ,又 令 了 = 六 十 处 2 十 十 入 ,和 二 入 w+1 人 十 
X... HX mtns K Prz- 
解 ” 为 简单 计 , 不 妨 设 
E(X,)=0, E(X)=1, i=1,2,*" m+n, 
Jlijcov(Y,Z)=E[(X,+X,+-- +X, Xn Xante tHe HX mtn) J 
=E[ X24 +X; + + X;i]=n—m, 
D(Y)>=E(X:+X;+- + Xi)=n, 
D(Z)= E(X2 +X; t e L X; y =n, 


m pxy = cov(Y ,Z) Onom ,_m 
x IDOS V/D) n n ` 


例 18 设 X,X:，…,Xo 的 数学 期 望 为 零 ,方差 为 1, 且 任何 两 
个 随机 变量 的 相关 系数 为 p. SYS X HXH HX Z= Xn t 
X, tH te HX ans K prz. 
解 
cov(Y,Z)=E[(X,+X,+ +X, ) (X, LX, t T X,,.)] 
=n* p. 
D(Y)=E(X,+X,+ + X,)° 
F(XI 二 XE 二 Xi)+2 > ECXX,) 


1<¿ < < 
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一 n 十 2Cip 二 nn 十 n(n 一 1)p 二 nL1 十 (xn 一 1)pj]， 
D(Z)=n+n(n—1)e=n l+ @m—1)e ]. 
y (Y ,Z) np 
所 以 OW 
Prz /D(Y >) v 万 (ZJ 1l+(n—1)0 
例 19 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


Acos (Z 十 y)， 0 委 Z 委 /2 一 FT/2 委 7y 委 0， 
Hz 一 | 
O, 其 它 ， 
求 ECX), ECY ),cov( X,Y) s Pxy- 
解 由 
十 ceo『 十 co /2 0 
| | f(r,y)drdy =| dz| , kcos(r+y)dy=2k=1 
_ oJ — 0 — x/2 
得 k=1/2, 


7 2 0 
所 以 EGX)=+| zdz| _cos(z 十 y)dy 一 一 0.785， 
0 — XK/2 
poo=- | zxdz| Cos (z+ ydy—LE(X)|=0. 188. 
Ü 一 其 2 
类 似 地 ， E(Y)=—0.785, D(Y)=0. 188. 


r/2 0 
x E(xXY)=+| zdz| , ycos (r+ y)dy=— 0. 663, 
0 — TX/2 


故 cov (X,Y)=E(XY)—E(X)ECY) 
一 一 0. 663+ (0. 785)?=—0. 046, 
ov) 一 一 0.244 


A /DE DOD) 
例 20 设 随机 变量 ~UL0,2j, 求 多 与 |X 一 1| 的 相关 系数 与 
HAZE C. 
1/2, 0<<x=<2, 
解 因为 fxG)= | 0 其 它 
所 以 E(X)= (2+0)/2=1, D(X)=(2—0)°/12=1/3, 
_ 1 
EG(|X—1)= | lz 1 1dzx 
1 1 2 
=+ |a-2az+ | ca —1az | 
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_ 1 __/ 12 ! ~ 132 ° _ 1 
7| (z=—1) T(z 1) = 
D(|]|X—1])=E[(X—1°]—[E(|X—11)J 
_ _ 1 l 
=D(X) 1 TI 


2 
而 E[X|X—1|]=- | zlz 一 1ldz 


1 2 | 
= -4f (zx? 一 z)dz 二 广 | a az=+ ， 


所 以 cov(X, |X—1D=5—5=0. 


cov(X, |X—1|) 


XIX 一 0， 
Ta C VD VDX IT 
1/4 0 
协 方差 矩阵 c=h || 


例 21 设 随 机 变量 XX 的 分 布 律 为 


Bë uE X° 与 XX 不 相关 ,X 与 XX 相关 . 
证 区 ,XXX 的 分 布 律 分 别 为 


X° I 4 X | 一 8 一 1 8 X° | 1 16 
p | 1/2 1⁄2 a 1⁄4 1⁄4 1⁄4 p | 1⁄2 1/2 
于 是 EC(X)=0, E(X°)=5/2, E(X*)=0, E(X')=17/2, 
cov(X,X2)= E(X')—E(X)E(X°*)=0== pxx:=0,， 
cov(X,X')=E(Xt)—E(X)E(X°*)=17/2—= pxxi0. 
MAX 5 X° 不 相关 ,X SX 相关 . 
例 22 设 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 


Lsinzsiny ， ONST, yS, 


0, 其 它 ， 
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R E(X,Y),D(X ,Y)E oxy. 


解 由 | + sinzsinydy= +-sinz, 4 


] ] . 
M sS < 9 pg 9 < < 
f=? sin=z r< a Ni O< y=.m 
0, 其 它 ， 0, 其 它 . 
显然 ,有 fx(z=)fy(y)= f(z=,y),PH l) X,Y 相互 独立 ,pxy 二 0. 


一 = i — = 了 i 一 一 
E(X) | 7 sinzdz 了 ， E(Y) | z sinydy >? 


wn O Fi OTO nT 
E( X°) | SinZdZ 7 2, ECY )= 2, 


2 2 
D(X)=E(X)—[E(X)J=7—2, D(Y)=7—2. 


X K 元 “ 


所 以 E(X,Y)= zy] D(X,Y)= 元 一 2, 开 一 2 . 
例 23 设 随机 变量 XUJ[0.2z] ,概率 密度 
1/ (2r), OSTAT, 
fxG)=| 0. 其 它 . 
A Y =sinX ,Z=sin(r+a) a€ [0,2x= | 为 常数 . 
(1) 求 pyz; (2) 讨论 7 和 2 的 相关 性 与 独立 性 . 


ÈR 
解 ECG7) 一 | sinzX 二 dz 一 0， 
0 2N 


2 
E=] sin(r+a) X dzr=0, 
0 2T 


去 dz 一 二 | G—cos2z)dr=+ 
4 区 JJ 0 


In 
EY?) =| sin2z 
0 2K 


2T 2K 
EZD =f sin?(z+a) 去 dz 一 去 | [1—cos2(=+a) ldzx= 
0 2T 4n] o 


所 以 D(Y)=E(Y°)—[E(Y)] =1/2, D(Z)=1/2. 


| 一 


E(YZ) =" sinzsin (z+a)z-dz 


1 1 
-去 | | cosa cos(2r=-Fa) jdz 一 方 cosa， 
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故 cov(Y,Z)=E(YZ)—0= cosa, 


w=< 2) 
/D(Y) VDZ) 
WHE: H a=0,r, 21 i, loz =1,Y 与 Z 是 否 存在 线性 关系 ? 
当 4 一 0,27x 时 ， 
pyz 一 1， sin(X+a)=sinX (Z=Y); 


—COSa. 


当 4 二 x ht, 
pyz 一 一 1， sin(X+a)= —sinX (Z= —Y). 


当 a 一 二 ,六 x 时 ,prz 一 0,Y 与 Z 不 相关 .但 了 与 Z 不 相互 独立 , 因 
为 了 与 2 有 以 下 关系 
Y2+ Z?=sin2(X-+ a) 4JAsin2X=cos°X-+sin°”X=1. 

例 24 一 个 工人 照看 台 机 床 . 设 n 台 机 床 排 成 一 行 , 相 邻 两 
台 机 床 的 间距 为 a, 求 该 工人 从 已 照看 机 床 到 待 照 看 的 下 一 台 的 机 
床 间 的 行走 距离 的 数学 期 望 . 

解 ” 将 机 床 顺 次 编号 为 1 ,2,… ,nn, 设 工人 已 照看 的 机 床 为 第 & 
台 , 每 台 机 床 需 照看 的 概率 相同 , 均 为 二 . 工人 需 走 的 距离 为 

-| k-i, 


0<;<. 
G— ba, ki, © 


Ë n 
所 以 Eldad = [D 一 De 二 > G 一 人 Da] 
:一 上 一 上 十 1 | 


=Í 之 jx 十 2°) 
=s [2k —2n+1)k +n (n+ 1)]. 
KLAER 3 X [Bj £T zË EE ES BJ BH 28 (ë 2J 
ECd = E[E(4, |k)]= SP (H ELds lk] 
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一 > [2 好 一 2Ca 十 1)A 十 na(n 一 1)] 
k=] 


=7 —1). 

二 、 关 于 数字 特征 的 证 明 题 

数字 特征 的 证 明 题 , 反 映 了 数字 特征 的 特性 .数字 特征 之 间 的 
相互 关系 以 及 一 些 可 以 作为 公式 应 用 或 推广 的 结论 . 在 做 证 明 题 
时 ,首先 要 求 读者 对 数字 特征 的 概念 和 性 质 十 分 熟悉 ,其 次 要 部 说 
多 种 证 题 的 技巧 . 做 证 明 题 常用 的 技巧 有 :(1) 和 寻找 不 同 概念 之 间 
的 联系 ,由 联系 人 手 , 步 步 推进 ;(2) 用 “ 拆 拼 ”项 的 手段 ,将 原来 的 
项 组 合成 新 项 ,完成 证 明 ;(3) 由 于 数字 特征 由 级 数 和 积分 计算 , 因 
此 要 善于 用 级 数 求 和 与 积分 求 积 的 技巧 来 证 明 ;(4) 利 用 对 称 性 、 
独立 性 、 奇 侦 性 、 互 逆 性 证 明 . 

在 做 证 明 题 时 最 重要 还 是 要 有 开阔 的 思路 ,只 有 进行 广泛 的 
联想 ,才能 灵活 地 运用 技巧 ,所 以 读者 必须 学 会 多 看 、 多 想 、 多 实 
Ek. 

例 25 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 


f <) = re: (=Z20,m 为 正 整数 )， 


证 明 ， E(X)=D(X)=m+1. 
证 ”这 是 一 道 利 用 计算 结果 来 证 的 证 明 题 , 关 键 是 运用 了 工 
PK $y BJ FEE hn 


[Gn + 1) =| "esdzx=mt. 


人 m -xz d Sp 
因 为 EC 一 二 | T° Te dr=-— tD! =m+1, 


mmn 


EXD =} | "e dr= m+2)! = m42 mt1), 
所 以 D(X)= E(X:)—[E(X) ° 

= (m+ 2)(m + 1)— (m+ 1)° 

一 171 十 1 一 下 (CA ). 


例 26 设 随 机 变量 达 的 E(X),D(X) 均 存在 , 且 DCX) 不 等 于 


零 ,标准 化 随机 变量 为 7 一 个 孝 7 寺 ,证 明 随机 变量 Y~NC0,1). 
证 ”利用 数学 期 望 与 方差 的 性 质 来 证 . 
E(Y)—E| 2 S] = 1 EX- EO] 
Vv D(X) / D(X 
LA E00 Eo0- 0, 
X—E(X) 
poel aa- -pP X- E(X] ENERO 
=s DOO =1 


所 以 ,7 一 N(0,1). 
例 27 设 X 为 取 值 于 (a,o) 的 连续 型 随机 变量 .证 明 : 
(1) a E(X)<b; (2) D(X)=< (b—a)2°/4. 
证 d) 因为 在 (a,6) 内 ,f(zx) 关 0, 所 以 


b b 
ECX)=| zf(z)dz>a| f(z)dz=aX1=a, 


E(X) =| zf Ce)dr<6| fGyaz—bx 1=6,， 


于 是 a< E(X )<B). 
(2) H a< X<b ,得 


2 2 2 2 


 a+b\' b—a\?  a+b\' b—a 
即 [x] <>] mel a) < 


FÆ D(X)=E([X—E(X)]) 
=E| [x-4] [t-e] 


2 


2 2 
[| 人 [和 一] 


a+ b, (b— a): 
= 2 | |< 4 ` 
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例 28 设 X 为 取 非 负 整 数值 的 随机 变 基 .证 明 : 
EQO =S P(X >n). 
证 利用 级 数 交 换 和 号 的 技巧 , 则 


EOD =X kP (X= H=5 Sp(X= k) 


k=] 下 一 1 


=S IP x= e= PIX>n}. 


n=] $=n 


L Ë Ta EREE 
如 采 不 用 这 一 技巧 ,可 以 这 样 证 明 : 
>> Xn), =) DP x= k? 


Z P{X=1)+P(X=2}+P(X=3}+ 
+P{X=2} 二 P{X=3) 十 … 

十 P{X=3) 十 … 

十 …， 


=P{X=1})+2P{X=2}+3P{X=3})+… 


= > kP(X=k)=E(X). 
k= 0 


显然 要 麻烦 得 多 . 
例 29 RX 是 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 . 证明 : 


DX) =2 np (Xn) — ECLECX)+1] 
证 ”如同 例 29, 利 用 级 数 交 换 和 号 的 技巧 ,有 
S1OQn—1)P(X>n)= SC2n—1) S 1P(X=b) 


Mi 


P{X=k} > (2n—1) 
n=] 


x> 
[ 


`: 


k° P(X=Ek}=E(X’), 


为 = 
Il 
pi 


利用 例 29 的 结果 ,得 
Sgn DPI X>n) =2 nP (X>n)— PIX 


=2 > nP(X2n)=E(X). 
n = 1 
所 以 D(X)=E(X:)—[E(X)°] 


=2 2 nP (X>n)} EX) LEG) J 


=2 X nP (Xn) —E(X)[E(X) +1]. 
例 30 BREY =O, 证 明 ; 使 E[|X 一 Ci] 取得 最 小 值 


PI(xXx<C)=P(X>C;=1/2. 
iF (Em O(C)=E[|X—C| ], AA 
f( ,| z20, 
” |o BE, 
C + > 
所 以 E[IX 一 CD=| xc 一 Der*dz+|. AC(r—C)e “dz 
11 x 1 
求 导 得 dC)=1—2e *, g@(C)=22e ~ 
pg (0) 二 0 一 >C 二 In2 YEA, XPOS MECI Bf, 
p(C) 二 EL|X-C1] 为 极 小 值 ( 即 最 小 值 ) 点 . 求 出 最 小 值 为 In2. 
又 YT ele 
C= —In2 N.P (X<cC)=-. Xi 
PIX<C1= P P{X 宇 C} =1/2. 


一 般 EP IX2>C)=P(X<C) K z=C 称 为 X 的 中 位 数 . 
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一 般 可 证 ,使 严 LIX 一 C | 达到 最 小 值 的 C 即 为 中 位 数 . 
例 31 设 随机 变量 XX 的 密度 函数 为 /xz) ARTEACH 
J(C+zxz)= f(C—x), x>—>0 
REX PFE, WE EXC. 
证 ”要 用 积分 技巧 来 证 . 因为 


+œ &t=r—C fte 
EO)=| afde 2 T CTDAC+Dd 
十 ce 十 co 
=| CrCC+Dadt+|- tf (Ct) dt, 


£ C+t=u | 


+ co + cc 
而 | Cf(C+ Dd: 7 fu)du=CX1=C, 


| fCtod=| 


tf (Ci)di (由 题 设 ) 


S u= —t 


| uf (C+u)du = 一 | uf(C+u)du ， 


+ co 0 十 co 
所 以 | CHD xzrc+odt 二 | tf (C+ t)dz=0 0, 
E(X)=C+ 0=C. 
例 32” 设 随机 变量 X 有 无 (X)= 王 Ap DCX) 一 c， 且 YY 三 g(CX) WE 
BH: 


EY ~g lp) + g" Ga, D(Y)==| g" (u) J2o2, 


其 中 g(xz) 在 zx 二 4 处 的 三 阶 导数 存在 . 
证 将 Y= 二 g(X) 在 匀 =4 处 展开 为 二 阶 泰勒 公式 


Y= z(u) +g (OX — g" X= HHR), 
金 去 余 项 R,( 久 ) ,对 上 式 两 边 取 期 望 ,得 
EP Jag HE DELUX- e] Hrg po. 


W Y= z(X)#E X= z 处 展开 为 一 阶 泰勒 公式 
Y=g(u)+g' (u)(X—#)+ R (X), 
舍 去 余 项 RiCX) ,对 上 式 两 边 取 方才 ,得 


DOSL (2) 2D(X)=[ g' (Cp) Po. 
例 33 证明. 车 随机 变量 了 有 ECX?) 存 在 , 则 EC(X) 也 存在 . 
证 因为 对 随机 变量 多 ,利用 不 等 式 性 质 , 由 
(|X|+1)°>0, 


得 0<IX|<FX +1), 


HA — ECG|X D< EOQC+1)= EO) +1<+e, 


故 (X) 存 在 . 
例 34 设 色 为 随机 变量 ,C 为 任意 常数 ,日 C 关 E(X), 证 明 : 
D(X)<E|(X—C)’]. 
证 ”用 组 合 的 技巧 ,得 
D(X)=E([X—E(X)J]J:)=E([(X—C)—E(X)—C]) 
=E| (X—C)°*]—[E(X)—C], 
移 项 D(X)+[E(X)—CJ]*= E[(X —C>:], 
所 以 D(X)<E[(X —C):]. 
例 35 设 随机 变量 XX 与 Y 相互 独立 且 同 分 布 , 令 U= 外 十 Y， 
V=X—Y, WHU, V 必然 不 相关 ， 
证 ”只 需求 por 一 0, 可 转化 为 求 cov(U ,V)=0. 
cov(U,V)=E(UV)—E(U)E(V) 
=E[ (X+Y)(X—Y)]—E(X+Y)E(X—Y) 
=E(X°)—E(Y2)—[E(X)32 4 [ECY)] 
=D(X)—D(Y)=0, 
故 pvv 二 0,U 与 V 不 相关 . 
例 36 设 随机 变量 XX 与 Y MEW HEHA M, S U= aX + 
BY,V= 二 aX 一 BY ,其 中 a,B 为 常数 ,证 明 : 
az — Pp 
Ar = RF B: 
证 AXX SY 相互 独立 且 同 分 布 ; 所 以 
E(X)=E(Y)=zx, D(X)=D(Y)=0’, 
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于 是 E(U)=E(aX+BY)=(a+p)p, E(V)=(a—Rñ)x, 
D(U)=D(aX+BY)= læ +e, D(V)= (@+ B°)o°, 
从 而 
cov (U,V)=E[(aX+BY)(aX—BY)I—E(aX+pBY)E(aX— BY) 
~—aD(X)—PD(Y)= (a —B°)o°, 
Ç (œ — BR) oat — p 
得 pr ST L N ST. 
显然 , 当 |aj==18| 时 ,U 5V 不 相关 . 例 35 为 本 例 的 特例 . 
例 37 设 随机 变量 X 和 Y 相互 独立 ,证 明 : 
D(XY)=D(X)D(Y)+[E(X)JD(Y)+[E(Y2) JD(X). 
üE BAX 5 Y 相互 独立 ,所 以 
E(XY)=E(X)E(Y), E(X*Y2)=E(X° )E(Y°), 
D(XY)=E(X2Y2)—[E(XY)] 
=E(X2)E(Y2)—[E(X)J'[E(Y) F 
={D(X)+[E(X) PEY) —[E(X) PLECY) J 
=D(X)E(Y Ð HEX) PEY) —[E(X) PLECY) J 
=D(X)E(Y2)+[E(X)J2(E(Y2)—[E(Y)J) 
=D(X)E(Y2)+[ EX) PDY) 
=D(X)D(Y)+D(X[E Y) P+[E(X) FDY). 
其 中 多 次 利用 了 随机 变量 方差 与 数学 期 望 的 关系 式 
D(X)= E(X°)—[E(X) Ë. 

例 38 BX MY 为 两 个 随机 变量 ,ECX)=EC(Y)=0,D(X)= 
D(Y)=1,pxy=cov(X,Y), 证明 : 
E[max(X2,Y2)]<1+ /1—0. 

证 与 上 例 相 同 ,利用 数学 期 望 与 方差 的 关系 式 , 特 别 利 用 了 
E(X)=0,E(Y)=0,E(X+Y)=0. 
Elmax(X’,Y’)| 


=E| + + Y2+ | X° —Y2 |) | 
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= [EC + EC E| XY] 
= [DOO+DC)+ECX+Y||X—Y|DJ 
<3[DX)+DY) + /DOG04+D0CD42c6ov(X,Y) 

.- VDDD) —2cov(X,Y) | 

l 
= [DOO + DG) VDOO+D0)+26e/DOODC) 

. VDX + DG) —26/DOGODO | 
《代入 ) 1 
5 [1+1+ VOFF AFI 2 | 


IL EZ, 
即 E[max(X°,Y2) | 才 1 十 V1 一 2 (F , p Bll px). 
例 39 Xi, X, , X, 是 相互 独立 的 随机 变量 „D(X: =ø. 


a G=1,2, m WRR B a= 1. 证 明 : 使 PD[ >)aX,] 达 到 最 
小 值 的 w 为 


_1/ A l ._ ... 
.= k |> oz? 1 一 1 2， Tí 
证 HX X2 , X, BIRATE R 
D| > ai 一 > EDX) =f (asaz, san). 
i=] i=] 


现 求 函数 Fa a ,0,) 在 约束 条 件 >a 一 1 下 的 条 件 极 值 .建立 
拉 格 朗 日 函数 
L= > ee Dya—1) ° 


E 2a} + 40， 
š; , 

> va 一 1 一 0， 

i=] 
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-_ 2 = 1 
得 a= =D 2: 


HA 4 a — z | > 3 Gi=1,2, nH, D| DaX) 达到 最 小 
值 . 这 时 ,方差 为 
n n ] 
DI 2x) =1/ > oi 
例 40 设 4,B 是 两 随机 事件 ,定义 
B ARE, -人 B 发 生 ， 
0， 4 不 发 生 ， 0， BRE, 
证 明 : poxr =06 X 与 了 相互 独立 . 
证 ”利用 事件 独立 性 证 . 写 出 X,Y 和 XY 的 分 布 律 


X = 


p 1— P (AB) P(AB) 


则  E(X)=P(A), E(Y)=P(B), E(XY)=P(AB). 


x pxy=0==>cov(X ,Y)=0, 

故 EC(XY)=E(X)E(Y), 

ED) P(AB)= P(A)P(B), 

知事 件 4 与 8B 相互 独立 ,从 而 4 与 B,4 与 8,4 与 B 也 相互 独立 ， 
于 是 


P(X=1,Y=1)=P(AB)=P(A)P(B)=P(X=1)P(Y=1), 
P{X=1,Y=0}=P(AB)=P(A)P(B)=P{X=1}P{Y=0}, 
P{X=0,Y=1}=P(AB)=P(A)P(B)=P{X=0}P{Y=1}, 
PIX=0,Y=0)=P(AB)=P(A)PG(B)=P(X=0)P(Y=0). 
FAX 与 Y 相互 独立 . 
例 41 设 A,B 是 两 随机 事件 ,定义 
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1， 4 发 生 ， l, B EE, 


X” l-1, ARRE, Tl- BRR. 
证 明 :0oxy= 0<— A 与 B 相互 独立 . 
证 u | 
P(A)=p1, P(B)=p, PC(AB)= p, 
由 数学 期 理 的 定义 知 


E(X)=]1XP(A)~—1XP(A)=p—(—p)=2p—1, 
E(Y)=1XP(B)—1XP(B)=2p,—1. 
因为 XY 只 有 两 个 可 取 值 一 1,1, 故 
P{XY=1}=P(AB)+P(AB)=2p1—p1— b 7 +1, 
P{XY = —1}=1—P({(XY=1}=p + >b; — 2p12) 
所 以 ECXY)=1XP{XY=1})—1XP{XY=—]1) 
= 4p — 2p — 2p: + 1. 
于 是 cov( X ,Y)=E(XY)—E(X)JE(Y)=4pu— 4pipz- 
从 而 知 , 要 om 一 0, 必 有 p= pip: BA 5 BHRI. 
例 41 与 例 42 十 分 相似 ,但 两 题 证 明 方 法 不 同 ,结论 也 不 同 . 读 
者 可 以 尝试 将 两 例 的 方法 调换 进行 证 明 , 看 是 否 能 证 出 . 
例 42 设 随机 变量 A1, A ,; 义 "有 相同 的 均值 z 和 方差 o°, 


HB ` Æ] 时 XxX, — P. < U = > X, V= > X,+, K puv. 
i=1 k=1 
证 E(U)=E| > X,] =n, E(V)=nz, 
i=] 
cov (X; Xj) = px x V D (X;) D(X,)= oo, 


FA DED SIX] = SIDOXD- S] cov(X,,X) 
| ;一 1 ;一 1 


j= l;i} 
=>o°-- (n° —n) po, 
D(V)=no’ + (n’—n)po’. 


y E(UV)= E| 5x, ° SX 一 SEXX) N 
i=] k=] ik=] 
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由 px u SEXX D —ECXOEGX, D| y D(X DÐD(Xn+a) 


可 得  EC(X:Xn) =p N D(X)D(X,,) +E(X,)E(X,+,) 
=p0 十 pj， 
所 以 
cov(U,V)=E(U,V)—E(U)E(V) 
= > E(X: Xna) —npe 
i k=l 
=n (po + 2) — nf °= n° po. 
从 而 ouy = cov (U,V) npo . 
VD(D) /DG(V) no + (n —n)po 
=. n 
l+ n= i)e 
例 43 设 g(z) 是 正 值 不 减 清 数 ,是 连续 型 随机 变量 ,上 且 
g(X) 的 数学 期 望 存在 .证 明 : 
PX >a} SE[ g€%ó) )/g (a). 
证 设 X 的 概率 密度 为 /(z), 于 是 


PIX2a)=P(gG)>gG0)=| fdz 


girgir) 


<| ELT) ferda 


< 
eog 8 a) 


十 oo 
< 二 | g(r)f (z)d< 


一 C 


=E[| g(x) ]/g (a). 

例 44 HAAMER X.Y, AEX), EY OFE, WEH: 

[E(XY)PKE(XDEY) ( 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 ). 

解 引入 实 变量 上 的 函数 

sG@)=E[(X+Yt)2]=E(X2)4+2rE(XY)+#ECY°). 
因为 ,对 任何 实数 1,g (6 之 0, 故 

A=4[E(XY)]:2— 4E(X2)ECY2)<c0, 

即 [E(XY)]J<E(X°:)E(Y°). 
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硕士 研究 生 和 人 学 试题 分 析 


一 、 本 章 考 试 要 求 

L 理解 随机 变量 数字 特征 (数学 期 望 \ 方 差 mE DI 
和 矩 相 关系 数 ) 的 概念 ,会 运用 数字 特征 的 基本 性 质 计 算 具 体 分 布 的 
数字 特征 ,并 擎 握 常 用 分 布 的 数字 特征 . 

2. 会 根据 随机 变量 X 的 分 布 求 其 函数 g (XX) 的 数学 期 望 
Ele(X) ,会 根据 和 和 7Y 的 联合 概率 分 布 求 其 函数 g(X,Y) 的 数 
学 期 望 ELg (X ,Y))]. 

二 、 本 章 重 点 内 容 

考试 中 ,很 重要 的 一 类 题 型 就 是 综合 题 . 它 与 各 章节 比较 单一 
的 习题 不 同 , 往 往 将 几 章 的 知识 联系 在 一 起 , 解 题 的 步骤 也 比较 复 
杂 . 读者 要 学 会 通过 审题 由 已 知 可 以 得 到 哪些 结果 ,再 由 此 结果 而 
逐步 求 得 我 们 所 需 结 果 . 其 它 考点 还 有 :计算 数字 特征 、 通 过 数字 
特征 确定 参数 .通过 数字 特征 讨论 相关 性 与 独立 性 、 解 关于 数字 特 
征 的 应 用 题 . 

(一 ) 数学 期 望 与 方差 

1， 设 随机 变量 和 和 Y 都 服从 正 态 分 布 , 且 它 们 不 相关 , M 
CoO 

(A) X 5Y 一 定 相 互 独立 ; (B) (X,Y 了 ) 服 从 二 维 正 态 分 布 ; 

(C) X 5Y 未 必 相 互 独立 ; (D) XHY 服从 一 维 正 态 分 布 . 

(2003 年 四 ) 

解 ” 选 (C). 叉 与 Y 不 相关 ,XX 与 YY 未必 相互 独立 . 

首先 ,两 个 正 态 随机 变量 的 联合 分 布 不 一 定 是 正 态 的 . l X — 
N(0,1),Y~N (0,1), i 


/zy) 一 了 Lexp| — 7 G + y° ) | e (1 十 sinzsiny) 
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就 不 是 正 态 分 布 , 故 (B) 不 成 立 . 仅 当 (X,7) 服 从 二 维 正 态 分 布 
时 ,X 与 了 相互 独立 , 故 (A) 也 不 成 立 . 仅 当 XX 与 Y 相互 独立 时 ,XX 
+Y 服从 一 维 正 态 分 布 , 故 (D) 也 不 成 立 ， 

2. RENEE X, Xe Xn, >DE AAA H 


REDA 20, y= L SAX, N ). 
i=} 


n 


CA) cov Ki To/n; (B) cov(X,,Y)= 02; 
O DA +=; D) DX yo, 
(2004 年 一 、 四 ) 


解 选 (A). 由 cov(CK,Z) 一 二 cov( X,, 21X,) 而 得 . 


3. 设 随 机 变量 X 和 Y 的 相关 系数 为 0.9, 若 Z 一 X 一 0.4, 则 了 
与 Z 的 相关 系数 为 . (2003 年 三 ) 
解 ” 因 为 D(2Z) 二 D(X)， cov(Z.Y)=cov(X,Y), ,所 以 
Pyz = Pxy =Q. 9. 

4. RENEE X 服从 参数 为 和 的 指数 分 布 , 则 
P(X> /D(X))= . 
(2004 年 一 、 三 、 四 ) 
解 ” 由 题 设 知 ,X 的 概率 密度 为 
Ae, 之 0， 
0, 1O, 
E(X)=1/A, D(X)=1/2, 


f=] 


故 P{X> /PGO =P{X>1/N=| je"dz 


Lm | 


= -| e-“d(—Ar)=—e * 
174 1/À 


s. 3 XRM, EX) =u, D(X)=0” (p o>0, % 
数 ), 则 对 任意 常数 C, 必 有 ( ). 
(A) E(X—C)2= E(X*)—Cš; 


一 上 
=. 
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(B) E(X—C):= E(X— p)’; 

(C) E(X—C)°<E(X— p)’; 

(D) E(X—C)*2> E(X— 1):. (1997 年 四 ) 

解 ” 选 (DD). 设 f(C) 一 E(X 一 C)?, 有 

E(X—C):=E(X’:+C—2CX)=E(X)+C—2CE(X). 
S f'(C)=2C—2E(X)=0,83 C= E(X). X fr(C)=2>—0,# 
`4C=E(X)= pu HA RMA, BB] ECX— 2 E( X —C):. 

6. 设 两 个 相互 独立 的 随机 变量 X 和 Y 的 方差 分 别 为 4 和 2, 则 
随机 变量 3X 一 27 的 方差 是 (  .). 

(A) 8; (B) 16; (C) 28; (D) 44. (1997 年 一 ) 

解 ” 选 (D), 因 为 

D(3X—2Y)=9D(X)+4D(Y)=9X4+4X2=44. 

7. 对 于 任意 两 个 随机 变量 XX 5Y, #E(XY)=E(X)E(Y), M 
( ). 

(A) D(XY)= D(X)D(Y>); 

(B) D(X+Y)=D(X)+D(Y>); 

(C) X MY 相互 独立 ; 

(D) X MY 不 相互 独立 ， (1991 年 四 ) 

解 ” 选 (B), 因 为 由 相关 肾 数 性 质 有 

E(XY)=E(XJE(Y)~px=0~D(X+Y)=D(X)+D(Y). 

8. R IEE X, G,j=1,2, ,n,n 之 2) 相 互 独 立 且 同 分 

布 E(X) = 二 2, 则 行列 式 


Xu X ız s.r Xin 
Xa X az ... X, 
X a X nz s.. X nn 
HRF Rz ECV) = . (1999 #E=) 


解 ”由 行列 式 性 质 可 得 
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X X an 
E(Y)=E 21 V 2 
X n X n2 X nn 
E (Xu) E (X) ... ECX in) 
E ECX) E(X) ... ECX an) 
E(X) E(X,,) + ECX m) 
2 2 ... 2 
2 2 2 
= | =0. 
2 2 ... 2 


9. 设 X 是 一 个 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
1 十 Z， 一 1 委 Z<0， 
rh STSL, 
0， RE, 
则 方差 D(X)= | s G1995 年 五 ) 


解 ECX)=| Qtz)zdzt| (1—z)dr=0, 
E(X?) =f (1 Tzy'az| —z)z'az=1/6; 
所 以 D(X)=E(X°?)—[E(X) J =1/6, 
10. 设 上 和 7 是 两 个 相互 独立 且 服 从 正 态 分 布 


N(0,(1/vV 2):) 的 随机 变量 , 则 随机 变量 | 一 71 的 数学 期 望 
Elé—7|= . (1996 年 一 ) 
E —Z=ë£—n,JJZ—N(0,1), TE 


1 _ 2 
FEl|é—n|=E|Z =| | -上 qz = /2/=. 
一 三 


11. 已 知 离散 型 随机 变量 和 服从 参数 为 2 的 泊 松 分 布 , 即 
P(X=k)=2'e */k!1, 则 随机 变量 Y=3X 一 2 WAFA EY) = 
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(1990 年 一 ) 


解 E(X)=àÀA=2, PVJ 
E(Y)=E(3X—2)=3E(X)—2=3X2—2=4. 

12. 已 知 甲 、 乙 两 箱 中 装 有 同 种 产品 ,其 中 甲 箱 中 装 有 3 件 合 
格 品 、3 件 次 品 , 乙 箱 中 仅 装 有 3 件 合格 品 , 从 甲 箱 中 任 取 3 件 产品 
HAZLAR: 

(1) 乙 箱 中 次 品 件数 X 的 数学 期 望 ; 

(2) 从 乙 箱 中 任 取 一 件 产品 是 次 品 的 概率 . 

| (2003 年 一 ) 
. 0, 从 甲 箱 中 取出 第 ; 件 产品 是 合格 癌 ， 
解 一 D x= | 从 甲 箱 中 取出 第 ;: 件 产品 是 次 品 ， 


J| X, 的 分 布 律 为 


3 
i=1,2,3, H E(X;)=1/2. H + X = > X. tk 
i=l 


3 3 
= 1 :一 了 


(2) 以 4 记事 件 { 从 乙 箱 中 任 取 一 件 是 次 品 ;, 则 {X=0}， 
(X=1),(X=2), (X=3) RERA, TEREBRA 


PA)= DPIX= k}P{AIX= = PIX= Ë) ° 
3 _1 


3 
=> EP{X= =k} =E= Xx 


解 二 d) X 的 可 能 取 值 为 0,1,2,3,X 的 分 布 律 为 
PIX=k)=C:;C3 * /C3, k=0,1l,2,3, 


X 0 1 2 3 


ü P+ 1/20 9/20 9/20 1/20 


H ECX) =kP {X =k) =3/2. 
13. 对 于 任意 两 事件 4 MB, 0 <P(A)<1,0<P(B)<1, 
o= P(AB)—P(A)P(B) 
V PCA)P(B)P(A)P (B) 
称 为 事件 4 和 B 的 相关 系数 . 
(1) 证 明 事 件 4 与 B 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 其 相关 系数 
等 于 零 ; 
(2) 利用 随机 变量 相关 系数 的 基本 性 质 , 证 明 |o| 委 1. 
(2003 年 四 ) 
证 〈1) 由 题 给 定义 知 , 当 且 仪 当 P(A4B)==P(4)P(B) 时 p= 
0, 即 4 5B 相互 独立 , 故 p= 二 0 是 4 与 8 相互 独立 的 充分 必要 条 件 . 
(2) 为 证 明 joljl 委 1, 设 随机 变量 
-人 A 发 生 ， -人 B RE, 
0, 4 不 发 生 ， 0 BERRE, 
HU X 与 了 都 服从 0-1 分 布 , 有 


x~] 0 ] | y~] 0 1 | 
1 一 P(4) P(A) 1 一 P(B) P(B) 

于 是 E(X)=P(A), E(Y)=P(B), 
D(X)=P(A)P(A), DO)=P(B)P(B), 
cov(X,Y)=P(AB)—P(A)P(B). 

从 而 ,事件 4 与 B 的 相关 系数 即 随机 变量 X 和 Y 的 相关 系数 . 由 两 
随机 变量 相关 系数 的 基本 性 质 |pxy S1 知 ,12| 委 1. 
14. 设 随机 变量 了 和 Y 同 分 布 ,X 的 概率 密度 为 


G) Di 0 二 x+ 过 2， 
r)= 
0， ”其它 . 
(1) Bagi A= (X— a )#I B= (Y>aifhsrF BP AUB; = 
3/4, RKE Aa; 
(2) R 1/X: 的 数学 期 望 . (1993 年 四 ) 
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解 d) 因为 PC(4)==P(B),P(AB)==P(A)P(B),， 
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(AB) 
=2P(A)—[P (A) P =3/4, 
所 以 P(A)=1/2. 
a` 


+ oo 3 2 ) 
p(x>a)=| f(z)dr=3| z dz 一 1 一 8 
H PI(X>a)=P(A), a= Z 4. 


(2) BEGVX95=| fCr)dr=3| a=. 

15$， 设 随机 变量 和 和 了 独立 ,都 在 区 间 L1,3J 上 服从 均匀 分 
布 , 引 进 事 件 A 二 {Xa} ,B= (Y>a). 

(1) 已 知 P{AUB}=7/9, 求 常数 a; 

(2) 求 1/X 的 数学 期 望 . | (1993 FH) 

解 (1) 设 忆 (4) 一 户 , 则 

P(B)=P(A)= p, P(P)=1— 2. 

由 条 件 知 

P(A+B)=P(A)+ P(B)y—P(A)P(B)=p*—p+1=7/9, 
解 得 pı=1/3, p:=2/3. 
从 而 a,=1+2/3=5/3, a,=1—4/3=7/3. 


(2) EQ/X)=| 二 f(x)dz= 志 | 1/zdz=ln3 
— c A 2 1 2 | 


16， 从 学 校 乘 汽车 到 火车 站 途中 有 三 个 交通 疯 ,假设 在 各 个 
交通 岗 遇 到 红 灯 的 事件 是 相互 独立 的 , 且 概 率 都 是 2/5. 设 X 为 途 
中 过 到 红 灯 的 次 数 , 求 随 机 变量 叉 的 分 布 律 \ 分 布 少 数 和 数学 期 
ta. (1997 年 一 ) 

解 X 服从 二 项 分 布 B(3,2/5),XX 可 能 取 值 为 0,1,2,3, 故 

已 {X 一 0} 一 (1 一 2/5)3 一 27/125， 
P(X=1)=C1x2/5X (1—2/5):=54/125, 
P{X=2}=CiX (29/5)2XX Q —2/5)=36/125, 
P (X=3)= (2/5)’=8/125. 
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即 生 的 分 布 图 数 为 
0， rO, 
27/125, 0=<<x<1, 
F(x) =4 81/125, 1=<<x<—j2, 
117/125, 2S1<3, 
1, T3. 
0 l 2 3 


分 布 律 为 Pr 27/125 54/125 36/125 8/125 
数学 期 望 为 E(X)=np=3X2/5=6/5. 
17. 设 和 7 是 相互 独立 且 服 从 同一 分 布 的 两 个 随机 变量 ,已 
知 上 的 分 布 律 为 已 人 一 中 王 1/3 王 1,2,3. X 
X=max{€,7}, Y=miíin(£,7). 
d) 写 出 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 分 布 律 ; 
(2) 求 随机 变量 XX 的 数学 期 望 E(X). (1996 年 一 ) 
解 (1) AA P(E=i}=1/3, 1 一 1,2,3, 所 以 
P{X=1}=P{é=1,7=1}=1/3X1/3=1/9, 
P{X=2}=P{é=2,7=1}+P{é=2,y=2)++P{f=1,7=2) 
=]/3, 
P{X=3}=P(£=3,7=1}+P({£=1,7=3}) +P (6=3,0=2) 
十 P{€ 二 2,7 二 3} 十 P= 二 3,7 二 3} 
一 5/9， 
P{Y=1}=P{£=1,7=1}+P{£=1,7=2})+P{=2,7=1) 
十 已 人 一 1,7 一 3) + P £=3,0=1); 
=5/9, 
P(Y=2)=P(8=2,7=3) + P(£=3,72=2)+ P(£=2,0=2) 
=]/3, 
PlY=3}=P{§=3,7=3}=1/9. 
分 布 律 为 


(2) E(X)=1X1/9+2X1/3+3X5/9=22/9. 
18. 设 随机 变量 Y 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ,随机 变量 


0, Y<;, 
x | k=1,2, 
1, Y>k, 
求 :(1) X fi X, 的 联合 分 布 ; (2) E(X, + X;). (1997 年 四 ) 
1—e °, <0, 
解 (1) 因为 Py) 一 | ”所 以 
0, y 之 0， 


P(X =0,X,=0)=P(Y<1,Y<2)=P(Y<1)=1—e” `, 
PIX =1,X,=0)=Pí(Y>1,Y<2)=P(11<Y=<2) 


=1—e2—(1—el)=e 1—e F 


PIX ,=1,X,=1)=P(Y>1,Y2>2)=P1Y>2)==e °. 


(2) X; BE 0-1 分 布 , 故 
E(X,)=e *, E(X,+X,)=e +e 2. 


19. 两 台 同 样 的 自动 记录 仪 ,每 台 的 无 故障 工作 时 间 服 从 参 
数 为 5 的 指数 分 布 ;首先 开动 其 中 一 台 , 当 其 发 生 故障 时 停 用 而 另 
一 台 自 行 启动 . 试 求 两 台 记 录 仪 无 故障 工作 总 时 间 了 的 概率 密度 
f =) .数学 期 望 和 方差 (1997 年 三 ) 
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解 以 X (i 二 1,2) 表 示 两 台 记 录 仪 的 无 故障 工作 时 间 , 即 
T=X, +X.. 
X: 的 概率 密度 为 
pn r>0, 
0, r=<0. 
X, 5 X, 相互 独立 ,由 卷 积 公式 知 


十 co t 
f(D=| piCz)palt—z)dz=| 25e YY。e SV dr 
— æ ' 0 


= 25e-| dz 一 25ie °. 
+ 


25te *, t>0, 
所 以 10-1 
0, =< 0. 


E(X,)=1/5, D(X:)=1/25. 
ECT)=E(X,+X,)=2/5, D(T)=D(X,)+D(X,)=2/25. 
20. 游客 乘 电 梯 从 底层 到 电视 塔 顶层 观光 ,电梯 于 每 个 整 点 
的 第 5 分 钟 ,25 分 钟 和 55 分 钟 从 底层 起 行 . 假设 一 游客 从 早 八 时 
的 第 X 分 钟 到 达 底 层 候 梯 , 且 和 在 10,60j 上 均匀 分 布 , 求 该 游客 
等 候 时 间 的 数学 期 望 . (1997 年 三 ) 
加 1/60， 0=<<=x=<60, 
解 f= 0. 其 它 ， 
而 游客 等 待 时 间 工 是 和 的 函数 , 即 
5 一 X， 0<X<s, 
25—X, 5<X<25, 


Y=g(X)= 
60—X +5, 55<X=<60, 
十 oo 
故 EC(Y)=ELg(X)]=| g(rX)f (xr)dr 
_ 5 — ° 25—=< 
=f; 60 dz+| 60 dz 
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55 
+| ° 9 一 dz 十 | (60—z-+-5)d< 


25 


12. 54200440037. 5)/60=11. 67 
21. 2 Yu K #E pe £; E SR PZ n A Sr 6 BJ 2 g p (0 二 p 达 1)， 
各 产品 合格 与 否 相 互 独立 , 当 出 现 一 个 不 合格 产品 时 即 停 机 检修 . 
设 开 机 后 第 一 次 停机 时 已 生产 了 的 产品 个 数 为 式 , 求 X 的 数学 期 
E E(X)431) 32 D(X). (2000 年 一 ) 
解 ” 记 gq 二 1 一 p, 则 X 的 概率 分 布 为 
P{X=i}=g pp, i=1]1,2,",， 
X 的 数学 期 望 为 
E(X)= J id 2 一 02 =p] 22). 
1 


t=] 


X EO) = 2g p= p 2 :一 六 ql >) J 
i=1 


=a a4] = A. 


m D(X)=E(X55>—[E(X)— 4 


(二 ) 随机 变量 函数 的 数字 特征 
1. i X, Xt X, (nn 之 2) 为 相互 独立 上 且 同 分 布 的 随机 变 


1_1-p 
pr P` 


量 ,并 均 服 从 NC0,1), 记 灵 = 二 > X,,Y,=X,—X, 7 一 1]， 2 n 
i=1 
求 : 
(1) Y, 的 方差 D(Y,), :=1,2,""" ni 


(2) Y, 5Y, 的 协 方 差 cov(Y ,,Y,); 
(3) P(Y: +Y,=<0). (2005 年 一 ) 


ETa aA 


解 a) D(Y)—D(X—X)=D|| 1 一 上 


~ (n—1l)/n, i: 二] ,2,** 
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(2) cov(7; ,Y,)=E[Y,—E(Y,][(Y,—EC(Y,)] 
= E(X,X,)+ E(X°) —E(X,X) —E(X,X) 


=E(XDE(X) DG E(XI)— IDES, X, 


TEE LD ECX,) 


_ in 
(3) Y +Y, =X, —X +X, —X 


上 式 是 相互 独立 的 正 态 随 机 变量 的 线性 组 合 , 所 以 关 十 Y, 服从 正 
H FEY, +Y, =0, it P{Y, tY, <0) =1/2. 
在 2005 年 数学 一 和 数学 三 中 ,此 题 的 是 设 为 :Xi1,X:,,… Aa 
(n 之 2) 为 来 自 总 体 N(0,o ) 的 简单 随机 样本 ,X 为 样本 均值 , 因 
m: (1) DOY) = (n —1)/n, ¿= 1,2, n Í (2) cov (Yl,Y,)= 
一 52/z; 数 学 三 中 的 (3) 为 , 若 C(7: +Y,): E: o 的 无 偏 估 计量 , 求 
WAC. 于 是 
E[C(Y,+Y,)° J 
=CD(Y,+Y,) 
=C[D(Y ) + D(Y,)--2cov (Y, ,Y,.) J 


1 一 1 n—1 2 2n 2) C= 2 


n n n n 


=C 


n 


ii CT ga 
2. 4 A,B 为 随机 事件 ,和 且 P(A)=1⁄4,P(B|A)=1/3, 
P(A1B)=1/2, 令 
l, A 发 生 ， y= [1 B 发 生 ， 
0， 4 不 发 生 ， 0， B 不 发 生 ， 
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e 


求 :(1) 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 分 布 ; 
(2) X 与 了 的 相关 系数 pxy; 
(3) Z= X°+Y° 的 概率 分 布 . (数学 一 不 考 .) 
| (2004 年 一 、 三 、 四 ) 
解 (1) 由 P(AB)=P(A)P(B|A)=1/12, 


_ P(AB) _1 
PB)=F0ATB)™ 6 
得 P{X=1,Y=]1}=P(AB)=1/12, 


PIX=1,Y=0)=P(A B)=P(A)—P(AB)=1/6, 
P{X=0,Y=1}=P(ĀB)=P(B)—P(AB)=1/12, 
P{X=0,Y=0}=P(A B)=1—1/12—1/6—1/12=2/3, 


即 
x 0 1 Y 0 1 
pa 3/4 1⁄4 pr 5/6 1/6 
所 以 E(X)=1/4, D(X)=3/16, 
E(Y)=1/6, D(Y)=5/36, E(XY)=1/12, 
cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=1/24, 
从 而 cov(X,Y) _ v15 


C DOO JDO) 15` 
(3) Z 的 可 能 取 值 为 0,1,2, 而 
P(Z=0)=P(X=0,Y=0)=2/3, 
P(Z=1)=P/X=0,Y=1)+P(X=1,Y=0;)Á=1/⁄4, 
P(Z=2)=P(X=1,Y=1;=1/12, 
故 Z 的 分 布 律 为 
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Z 0 1 2 


pr 2/3 1⁄4 1/12 
3. 设 随机 变量 X 和 的 相关 系数 为 0., 5,E(X)= 二 EE(Y)= 二 0， 
E(X’)=E(Y’)=2, 则 E(X++Y)’= . (2003 年 四 ) 


解 因为 D(X)=E(X°2—[E(X)] =2, 
D(Y)=2, pxy=0.5, 
所 以 cov (X,Y)=pxy /D(X) /D(Y)=0.5X2=1. 
V cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=>E(XY)=1, 
故 E(X+Y)=EFE(X2)+E(Y2)+2E(XY)=2+2+2=6. 
4. 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


1 
CQ) aa > ， OKTAT, 


0， 其 它 ， 
对 和 独立 地 重复 观察 4 次 ,用 Y 表示 观察 值 大 于 x/3 的 次 数 , 求 三 
的 数学 期 望 . (2002 年 一 ) 
解 因为 
xi | Loos Za E — 1 
p| x>5 =| Feos z dz=sin 2 |an 2 


F, Y~B( 4,1/2), JE 
ECY )=np=4X1/2=2, 
D(Y)=np1— p)=4X1/2X1/2=1, 
得 E(Y2)=[E(Y)] +D(Y)=2°+1=5. 
Y 0 1 2 3 4 


p: 11/16 4/16 6/16 4/16 1/16 


z 2 =l 1 
得 EY = ST 
=5, 


s. 设 二 维 随机 变量 (X,Y 了 ) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 则 随机 变量 & 


4 6 4 1 
lX. +4X E+E F 16X76| 
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=X+Y 与 7 一 和 一 了 不 相关 的 充分 必要 条 件 为 ( ) . 
(A) E(X)=E(Y); 
(B) E(X:) —[E(X)] = E(Y2)—L[LECY) j; 
(C) E(X2)= EC(Y°); 
(D) E(X:)+[E(X)]: = E(Y2)+ [ECY) P. (2000 年 一 ) 
解 ” 选 (B). 因为 6 与 7 不 相关 , 则 cov(&,7) 二 0, 即 
EI[(X+Y)—E(X+Y)J[(X—Y)—E(X—Y)])=0, 
而 上 式 左 边 为 
E[(X:—Y2)—E(X+Y)E(X—Y)] 
=EFE(X2)—E(CY2)—[E(X) P +LEY) J, 
Am  EC(QX2)— EQ 2) )—[E(X)] + [ ECY) 一 
即 E(X2)—[E(X)]:= E(Y2)—[ EY). 
6. 设 随机 变量 X 在 区 闻 [ 一 1,2] 上 服从 均匀 分 布 ,随机 变量 


l, 入 二 0， 
r= D xo. 


一 ]， X <0, 
则 方差 D(Y)== (2000 年 三 、 四 ) 
解 由 于 又 服 从 [一 1， 2] 上 的 均匀 分 布 , 故 Y 的 分 布 律 为 
Y 1 0 —1 
Pa 2/3 0 1/3 


D(Y)=E(Y2)—[E(Y)] =1—(1/3)°=8/9. 

7. 2 X 表示 10 次 独立 重复 射击 命中 目标 的 次 数 ,每 次 射 中 
目标 的 概率 为 0.4, 则 X BJ 2226 BHEE EC X°) = 
(1995 年 一 ) 

解 因为 X~B(10,0. 4), 

E(X)=np=4, D(X)=np1— p) =2. 4, 
所 以 E(X2)y= D(X)+[E(X)J]2=2.4+ 42=18. 4. 
8. 设 随 机 变量 X 服 从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 且 已 知 
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EL[L(X—1)(X—2) |] 二 1, 则 4= . (1999 年 四 ) 
解 E(X) 二 4,D(X) 二 4, 而 
E[(X—1)(X—2)]=E(X2)—3E(X)+2 
=D(X)+[E(X)]—3E(X)4+2 
=+ 22 —3À41--2=1, 


9. 设 一 次 试验 成 功 的 概率 为 p ,进行 100 次 独立 重复 试验 , 当 
p= 时 ,成 功 次 数 的 标准 差 为 最 大 ,最 大 值 o 为 . 


(1998 年 四 ) 

解 ” 成 功 次 数 X~B(100,p),D(X) 一 np 一 np*. 由 

dD(X)/dp=n— 2np,， 
令 上 式 为 零 得 jp 二 1/2. 此 时 
D(X)=100X1/2X (1—1/2)=25, o=5. 

10. Bi -— RILE RARE k Ez BJ 285 28 0. 2, #JU 68 2 #E 
故障 时 全 天 停止 工作 , 若 一 周 五 个 工作 日 无 故障 ,可 获 利润 10 万 
元 ;发 生 一 次 故障 仍 可 获 利润 5 万 元 ;发 生 两 次 故障 获 利润 为 0; 发 
生 三 次 或 三 次 以 上 故障 亏本 2 万 元 . 求 一 周 内 利润 期 望 值 是 多 少 ? 

(1996 年 五 ) 

解 以 和 表示 一 周 内 无 故障 工作 天 数 , 则 和 一 45，0. 2)， 

P{X=k} = X0. 2X0. 854, p=0,1,::. 5. 和 的 分 布 律 为 


之 3 


0.328 . 


0.410 0.205 0.057 


故 E(Y)=0.328X104-0.410X 5+ 0. 057X (—2) 
一 5. 216 (万 元 ). 

11. 一 商店 经 销 某 种 商品 ,每 周 进 货 的 数量 XX 与 顾客 对 该 种 
商品 的 需求 量 Y 是 相互 独立 的 随机 变量 , 且 都 服从 区 间 L10,20」 上 
的 均匀 分 布 , 商 店 每 售 出 一 单位 商品 可 得 利润 1000 元 . # m >K Bs 
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bile 
应 ,这 时 每 单位 商品 获 利 润 500 元 . 试 计 算 此 
E E 2 Fh Rú na B£ J8] Pi AGA BU A (8. 
(1998 年 三 ) 
-— 解 ”如 图 4.6 所 示 , 设 商店 每 周 所 得 利 
润 为 Q@, 则 
814.6 ú 1000Y ， Y<X, 
=l ooox + s00, Y>X, 
由 于 X,Y 均 服 从 均匀 分 布 U(10,20), 故 联合 密度 为 
ya = ||/101/10-1/100, 10<zr,y<20, 


0, 其 它 . 
从 而 ,利润 的 期 望 值 
E(Q)= Ii|1000yX -dzdy 十 500r Hy) X odzdy 
[oaoabasas+ | 


=10| dy| yaz tsf asf Cr yas 
= 14166. 67 (J). 
12. 设 某 种 商品 的 每 周 需 求 量 X 是 服从 区 间 L10,30J 上 的 均 
匀 分 布 的 随机 变量 ,而 经 销 商 店 进货 数量 为 L10,30j 中 的 某 一 整 
数 . 商店 每 销售 一 单位 商品 可 获 利 500 元 ; 若 供 大 于 求 则 前 价 处 
理 , 每 处 理 一 单位 商品 亏损 100 元 ; 若 供不应求 则 可 从 外 部 调剂 供 
应 ,此 时 每 一 单位 商品 仅 获 利 300 元 . 为 使 商品 所 获 利润 期 望 值 不 
少 于 9280 元 , 试 确定 最 少 进货 量 . (1998 年 四 ) 
解 ” 设 进货 量 为 a, 则 利润 为 
=( A a)300 300X+ 200a, a=<X<=<30, 
500X—(a—X)100 ` 600X —100a, 10=<=X=<a, 
利润 期 望 为 


30 1 J 
E(M)=| M. X zott 
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a 30 
=> (600X —100a)dz+ = | (300r +200a)dx 
20J 10 20Ja 


一 一 7. 5a2+ 350a +5250. 
H + E(M.)29280, Mi) H 
— 7. 5a 十 350a 十 5250 字 9280 
可 解 得 62/3 委 <a 委 26, 故 知 利 润 期 望 值 不 少 于 9280 元 的 最 少 进货 
量 为 21 单位 . 
13. 假设 由 自动 线 加 工 的 菜 种 零件 的 内 径 ( 单 位 :mm)X 服从 
正 态 分 布 W(p,1) ,内 径 小 于 10 或 大 于 12 的 为 不 合格 品 ,其余 为 合 
格 品 . 销售 每 件 合格 品 获 利 ,销售 每 件 不 合格 品 亏 损 , 已 知 销售 利 
润 ( 单 位 ;元 )T 与 销售 零件 的 内 径 X 有 如 下 关系 : 
一 1， X<10, 
r=} 20, 10<X<=<12, 
一 5， X>12. 
问 :平均 内 径 x 取 何 值 时 ,销售 一 个 零件 的 平均 利润 最 大 ? 
(1994 年 四 ) 
解 ”由 题 设 条 件 知 ,平均 利润 为 
ECT)=20P110<X<12)+(—1)P X<10) 
+(—5)P {X >12} 
=20[@(12—)—@(10—/) ]—@(10— p) 
—5[1—@(12—¿)] 
一 25 中 (12 一 AI) 一 21 呈 10 一 AI) 一 5， 
其 中 @(z) 是 标准 正 态 分 布 函 数 . 设 g(x) 为 标准 正 态 密度 , 则 有 


9 一 一 25PC12 一 和 十 219010 一 ， 
令 上 式 等 于 零 ,得 
—25/ | gne -1 /2 一 0， 
即 26e 一 02- 有 = 2]e T TA", 
得 pz 一 上 一 11 一 1/2Xln(25/21) 一 10. 9. 


即 , 当 wp 一 m 王 10.9 mm 时 ,平均 利润 最 大 . 
14. 假设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 矩形 G= {C(x,y)|10 志 Xx 声 2,0 


< 3y 生 1 上 服从 均匀 分 布 , 记 


0, X=<Y, 
u= | 

1， X>Y, 
= |: X<2Y, 

l, X>2Y. 


(1) RU 5V 的 联合 分 布 ; 


(2) kU AMV 的 相关 系数 . 
(1999 年 三 ) 


图 4.7 


解 ” 由 图 4.7 可 知 
P{X<Y}=1/4, PIX>2Y}=1/2, 


PlY<X<2Y}=1/4. 
(1) (U,V) 有 于 种 取 值 :0,0), (0,1), 1,0), (1,1). 
PIU=0,V=0)=P!X<Y,X<2Y)=P(X=<Y)=1/⁄4, 
P{U=0,V=1}=P{X<Y,X>2Y}=0, 
P IU=1,V=0)=P(X”—>Y,X=<2Y)= P 1Y<X=2Y)=1/⁄4, 
P(U=1,V=1}=P{X>Y,X>2Y}=P{X>2Y}=1/2. 


(2) 由 题 (1) 与 图 4.7 可 知 


0 1 0 1 | 0 ] 
v~ a) Shaa salt Yaz ia 
1/2 1/2 1⁄4 3⁄4 1⁄2 1⁄2 


D(V)=1/4, E(UV)=1/2,; 
pw=cov( U,V)/L VDU) v D(V)]=1/⁄/ 3. 


1$， 设 随机 变量 X 的 概率 分 布 密度 为 
— 5e ， —oco — r< + So. 
(1) 求 了 的 数学 期 望 E(X) 和 方差 D(X); 
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(2) 求 了 与 |X| 的 协 方差 ,并 问 :X 与 |X| 是 否 不 相关 ? 


(3) 问 :与 |X| 是 否 相 互 独立 ? 为 什么 ? (1993 年 一 ) 
解 d) 由 定义 ,有 
oo — |z| oo 
E(X)=| 王 dr=0, px)=| r'e “dz=2. 


(2) cov(X,|X|)=E([X—E(X)J[| X |—Ecçr)1; 
=E(X|X|)—E(X)E(|X|) 
=ECXIXD=| zlz|f(z)dz=0, 

所 以 ,和 X 与 |X| 不 相关 . / 

(3) 对 给 定 的 0<a<< 十 ceo, 显然 事件 (1X1<a)} 包 含 在 事件 

(X<a) H, B P{X<a}<1,0<P{|X|<a}, 
P(X<a,]|X]<a)=P(|XI<a). 

但 P{X<ayP{|X|<a}<P{|X|<a}, 

所 以 PiX <a, | X\|<a}ÆP{X<a}P{|X|<a}, 

因此 ,和 与 1X| 不 相互 独立 . 

16. 已 知 随机 变量 (X,Y 了 ) 服 从 二 维 正 态 分 布 , 且 XX 和 YY 分 别 
服从 正 态 分 布 NW(1,32) 和 六 (0,4:),，X 和 了 的 相关 系数 pxy = 
—1/2. i Z= X/3-+Y/2, 

(1) +k Z 的 数学 期 望 E(2Z) 和 方差 D(2); 

(2) 求 了 与 2Z 的 相关 系数 pxz; 

(3) 问 :X 与 Z 是 否 相 互 独立 ? 为 什么 ? (1994 年 一 ) 

解 G) E(Z)=E(X)/3+ E(Y)/2=1/3, 

D(Z)=D(X)/9+D(Y)/4+2pxr /DGX)/3 - VDOY) /2 

一 1] 十 4 一 2 二 3. 
(2) cov(X,Z)=cov(X,X)/3+cov(X,Y) 
二 3:/3 十 (一 1/2)X3X4/2 二 0， 
所 以 oxz==cov(X ,Z)/[ /D(X)5 VDZ) ]=0. 
(3) IS X ,Y 均 为 正 态 分 布 , 故 Z 也 为 正 态 分 布 . 由 oxz = 0; 
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所 以 和 与 Z 相互 独立 . 
17. 某 箱 装 有 100 件 产品 ,其 中 一 、 二 、 三 等 品 分 别 为 80,10,10 
件 ,现在 从 中 随机 抽取 一 件 , 记 
l, 抽 到 i 等 品 ， 
X= lo RE, 
试 求 :(1) MWEE X, 5X: 的 联合 分 布 ; 
(2) 随机 变量 Xi 与 和 :的 相关 系数 . (1998 年 四 ) 
解 (1) UA (= 二 1,2,3) 表 示 抽 到 i 等 品 , 于 是 
P(A)=0.8, P(A,)=0.1, P(A;)=0.1. 
干 是 PIX ,=0,X,=0,)=P(A,;)=0.1, 
PIX ,=0,X,=1)=P(A,)=0.1, 
PIX =1,X,=0)=P(A,)=0.8, 
PIX =1,X,=1)=P(@)=0. 


¿=1,25, 3. 


联合 分 布 律 为 


(2) E(X,)=0.8, E(X,)=0.1, 
E(X:)=0.8, E(X:)=0.1, 
D(X,)=0.8—0.8°=0.16, D(X;)=0.1—0. 12=0.09, 
E(X,X;)=0, 
cov(X ,,X,)=E(X,,X,)—E(X i )E(X,)=0—0.08= —0. 08, 


px x,=cov(X,,X,)/[ V 万 (和 1) V D(X,) | 

=—(0.08/( v 0.16 v0.09)=—2/3. 

18. 设 4,B 是 二 随机 事件 ,随机 变量 
1, HA 出 现 ， 


= y = 


1, ABEM, 
一 ]， EB EWR, 
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试 证 明 随 机 变量 X 和 Y 不 相关 的 充分 必要 条 件 是 4 与 B 相互 独 
立 . (2000 年 三 、 四 ) 
证 记 P(4)=pi,P(B)= p, P C'AB)= pz, WI] 
E(X)=P(A)—P(A)=>p,—(1—p )=2p5:—1. 

由 于 XY 只 有 两 个 可 能 值 1 和 一 1, 所 以 
P{XY=1}=P(A4B)+P(AB)=2p1s~—p1~— p: +1, 
PI(IXY=—1)Á=1—P:iXY=1= bí +b:  2bus 

故 E(XY)=P(XY=1)—P(XY=-—1) 
= 4p t l—2pı— 2z» 

于 是 cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y) 

=4pizs 二 1—2p1—2p:— (2p1—1)(2p,—1) 

=4 pu — {pipz 
因此 ,cov(X,Y) 当 且 仅 当 4,B 相互 独立 时 为 零 . 此 时 p= pip, 
XAY 不 相关 的 充分 必要 条 件 是 4 与 B 相互 独立 . 

19， 设 二 维 随 机 变量 (X ,2 的 密度 函数 为 


fay = aay tela y)], 


Epal: yMgela, y RELE ESA E AR, H Z (154 p BJ — 
维 随机 变量 的 相关 系数 为 1/3 和 一 1/3. 它们 的 边缘 密度 函数 所 对 
应 的 随机 变量 的 数学 期 望都 是 零 , 方 差 都 是 1. 

(1) 求 随机 变量 X 和 Y 的 密度 函数 (zx),fi《ly) 及 XX 和 Y 的 
相关 系数 pxy (可 直接 利用 二 维 正 态 密度 的 性 质 ); 

(2) 问 :X 和 Y 是 否 独立 ? 为 什么 ? (2000 年 四 ) 

解 (1) 二 维 正 态 分 布 的 两 个 边缘 分 布 都 是 一 维 正 态 分 布 ， 
因此 ,9p (zx,y) 和 g(xz,y) 的 两 个 边缘 密度 为 标准 正 态 密度 函数 , 改 


+ °° ] 十 ce +e 
filr) =Í Jx I y)dy= | a (zy)dy 十 | eydy | 


— Cr 


1 — z2/2 1 =a 1 — r° /2 
e + ——e = er, 
V 27 vV 2 ! V2r 
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—4 
2 


同 理 (y)=— Le- 
Í: y Jon 


E(X)=E(Y)=0, D(X)=D(Y)=1. 
随机 变量 X 和 Y 的 相关 系数 


十 co 『 十 co 
om=| | “zyfez,y)azdy 
] +° f + c° 1 十 ce f + <o 
-二 | | zyp (z, y)dzdy-+— | | Typ (zr, y)dxzd y 
11 1] 


3 3 
(2) 由 题 给 条 件 得 


Jf < , y) — _— 3 [e 9Cr? — 2ry/3+y2)/16 十 e-sC +2zy/3+y )/16] 


x” 2 


_ 1 — z /2 ñ -yxa 1 — (a? + y2/2) 
NDS O= re e — x° 


KI fazy) Efa) fly), 
所 以 ,和 与 了 不 相互 独立 . 
20. 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 在 区 域 D:0 过 x 二 1,|y| 二 x 内 服 


y 从 均匀 分 布 , 求 关于 X 的 边 绿 概率 密度 及 随机 
， 变量 Z 王 2X 十 1 的 方差 D(Z). (1990 年 一 ) 
I 解 ” 如 图 4.8 所 示 , 因 为 
OKZ T z, — NB (TIT,Yy) c G, 
< f(x,y) 0， 其 它 ， 


| dy 一 27， ILII, 
0, 其 它 ， 
1 1 2 
D(X)=D(2X+1)=4D(X)=4| z*X2zdr—4| | zdz] 
—2—4X4/9=2/9. 
21. 将 一 枚 硬币 重复 撕 n 次 ,以 XX 和 Y 表示 正面 向 上 和 反面 向 


上 的 次 数 , 则 和 HY 的 相关 系数 等 于 ( ). | 
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E 4.8 所 以 n= 


(A) — l; (B) 0; (C) 1/2; (D) 1. 
(1999 年 一 ) 
解 ” 选 (A), 因 为 Y= 一 n 一 了 ,是 线性 负 相 关 . 
22. 设 随 机 变量 MY 相互 独立 且 同 分 布 , 记 忆 =X 一 ,7 一 
XX 十 Y, 则 随机 变量 U 与 V 必然 ). 
(A) 不 相互 独立 ; (B) 相互 独立 ，; 
(C) 相关 系数 不 为 零 ; (D) 相关 系数 为 零 ， 
(1995 年 四 ) 
解 ” 选 (D). BAX, Y 相互 独立 且 同 分 布 , 所 以 
cov(U,V)=E(UV)—E(U)E(V) 
=E(X?—Y’)—E(X—Y)E(X +Y) 
=E(X2)—E(Y2)—[E(X) + [EY ) J] 
=D(X)—D¿(Y)=0, 
Bp Dxy = 0. 
23. 设 随 机 变量 X 和 YY 的 联合 分 布 在 以 后 (0,1),(1,0)， 
(1,1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 上 服从 均匀 分 布 , 试 求 随机 变量 U==X 


+Y 的 方差 . (2001 年 四 ) 
解 ” 如 图 4.9 所 示 . 因 为 Sc 一 2, 所 以 
2° (z,y)€ G, 
fan =o (x, EG, 
| 2dy 一 27， 0< z<], 
fx(z)= 1 一 工 
0, 其 它 . 


因此 ECX) 一 | 2z * xzdr=2/3, 


ECX9 一 | 2z 。7rzdzr 一 1/2， D(X)=1/2—4/9=1/18. 
[B] E E(Y)=2/3, D(Y)=1/18, 
1 1 
ECXY)=2| zdz| ydy 一 5/12， 
0 1 — r 


cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)=5/12—4/9= —1/36. 
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从 而 DCÇGU)=D(CW0(X+Y)=D(X)+D(Y)+2cov(X ,Y) 
=1/18+1/18—2/36=1/18. 
24， 设 总 体 和 服从 正 态 分 布 N (z,Í?) (o>0) , T X E tk rh h 
取 简 单 随机 样本 XiX DE (n 之 2) ,其 样本 均值 为 


4 一 1 
求 统计 量 了 二 > (X,+ X, —2X): 的 数学 期 望 ECY). 
i= 1 


(2001 年 一 ) 
解 # J (X, HX) , (X; + X,+2) x °°" 5 (Xn Xn) ,将 其 视 为 
取 自 总 体 NN(24,20) 的 简单 随机 样本 , 则 其 样本 均值 为 


n 2n 
EÐ AHX) =+) X=, 
i=] i=] 
样本 方差 为 一 [7 
H E| =s =20° ,所 以 


E(Y)= m—1)(2ə2)=2G@ —U11)o°. 
25. 设 随 机 变量 X MY 的 联合 分 布 律 为 


MJ (1) X MY 的 相关 系数 pxy 二 ; (2002 年 四 ) 
(2) X 和 YY 的 协 方差 cov(CX ,Y°) = . (2002 年 三 ) 
R ”因为 X,7 的 边缘 分 布 律 为 
X 0 1 Y —1 0 1 
b | 044 0.6 fa |0.15 05 0.35 


HJ E(XY)=E(X)E(Y),BET UJ oxy= 0. 
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(2) E(X2)=0.6, E(Y?)=0.5, E(X’Y’)=0.28, 
由 于 EC(X*Y*)—E(X*)E(Y’:)=0. 28—0.6X0.5=—0. 02, 
所 以 cov(X*,Y?)= —0. 02. 
26. 假设 随机 变量 U 在 区 间 [ 一 2,2] 上 服从 均匀 分 布 ,随机 变 
E 
| 一 1， #U=<-—1, y [Th #U<]1, 
1, #U>-1, 1， #*#U>1, 
试 求 :(1) X MY 的 联合 概率 分 布 ; (2) D(X 十 Y). (2002 年 三 ) 
解 d) 随机 向 量 (X7) 有 四 个 可 能 值 :( 一 1, 一 1)， 
(—1,1),1,—1),G(1,1). 
P(X=—1,Y=—1)=P/(U<-—1,U<1);=1⁄4, 
P(X=—1,Y=1)=P(U<—1,U>1)=0, 
P(X=1,Y=—1)=P(U>-—1,U<1)=1/⁄/2, 
P(X=1,Y=1)=P(U>—1,U>1)=1/4. 
于 是 ,得 和 和 Y 的 联合 概率 分 布 为 
一 1, 一 1) (一 1,1) (1,—1) (1,1) 
1⁄4 0 1⁄2 1⁄4 | 
(2) XHY #l(X +Y): 的 概率 分 布 相应 为 
—2 0 2 
1⁄4 1⁄2 1⁄4 


X = 


( 


0 4 


x+7~| 1⁄2 1⁄2 


由 此 可 见 
E(X+Y)=-—1/2+1/2=0, 天 [(X 十 Y) | 一 2， 
D(X+Y)=EL(X+Y) |=2. 
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第 五 章 ” 大 数 定律 与 中 心 极 限定 理 
第 一 他 大 数 定 律 


主要 内 容 


1. 契 比 雪夫 不 等 式 

设 随机 变量 各 的 数学 期 望 天 (X) 一 Ap 方 盖 厂 (X) 一 到, 则 对 任 
意 s>0, 有 不 等 式 

P (]|X—g12=e)<s>/e°, 

或 P |X- u| <e} Zlo e. 

2. KILE E 

(1) 2 KE FEB PK ME Xi Xot X,’ E H. 
独立 的 随机 变量 序列 ,有 相同 的 数学 期 望 和 方差 ,EC(X;)=j， 
D(X,)==o? (G 一 1,2,…), 则 对 任意 给 定 的 se 之 0, 有 


tap Xn <e) = 
(2) 契 比 雪夫 和 定理 设 和 XXX 是 相互 独立 的 随机 
变量 序列 ,ECX;) 和 D(X,) 都 存在 , 且 DCX,) 志 C (= 二 1,2,…), 则 对 
任意 的 es 盖 0, 有 
limP | yx eo <e)=1. 
(3) 但 努 利 定理 ina En 次 重复 独立 试验 中 事件 4 发 生 的 


次 数 ,p 是 事件 4 在 一 次 试验 中 发 生 的 概率 , 则 对 任意 的 es 之 0, 有 
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limP | 


na 
"p| <e)=1, 


(4) 3 X xE Ji 议和 XXX 是 相互 独立 日 同 分 布 的 


limP | Dx- <e) =1. 
疑难 解析 


L. 疲 比 雪夫 不 等 式 有 什么 作用 ? 它 的 意义 是 什么 ? 
= 契 比 雪夫 不 等 式 己 (人 | 一 p| 委 e 字 1 一 ce 反映 了 随机 
变量 X 的 取 值 落 在 其 数学 期 望 EC(X)==x 的 s 邻 域 内 的 概率 不 小 于 
l— o/e. 它 的 意义 在 于 :当知 道 随 机 变量 X 的 数学 期 望 与 方差 
时 ,我 们 可 以 估计 义 落 在 以 E(X) 为 中 心 的 某 一 区 间 内 的 概率 (至 
少 给 出 一 个 下 限 ). 

它 的 作用 有 四 个 方面 :(1) 估计 概率 . 当 E(X),D(X) 和 & 给 定 
时 ,可 依 公式 直接 计算 概率 . (2) 当 概 率 确定 时 ,估计 所 需 区 间 的 长 
E, BEREX), D(X) Mp, HEE 值 . (3) 估计 试验 次 数 . 在 n 重 伯 
努 利 试验 中 ,频率 nn4/n SARRAK ACME), DXM p 
时 ,可 以 用 契 比 雪夫 不 等 式 确 定 ”. (4) 是 推导 其 它 定 理 的 依据 . 

注意 , 契 比 雪夫 不 等 式 给 出 的 估计 是 十 分 粗糙 的 ,精确 的 估计 
要 通过 其 它 更 优秀 的 方法 来 给 出 . 

2. 大 数 定 律 的 意义 征 什 么 ? 

E ”大 数 定 律 深 刻 地 揭示 了 随机 事件 的 概率 与 频率 之 间 的 天 
系 , 因 此 是 概率 论 的 重要 理论 基础 . 大 数 定律 从 大 量 测 量 值 的 平均 
值 出 发 ,讨论 并 反映 了 算术 平均 值 及 频率 的 稳定 性 . 

教材 讲述 的 大 数 定律 都 是 弱 大 数 定 律 ,它们 的 条 件 各 不 相同 ， 
但 结论 是 一 致 的 :从 理论 上 肯定 了 用 算术 平均 值 代替 均值 ,以 频率 
代替 概率 的 合理 性 . 大 数 定理 既 验 证 了 概率 论 中 一 些 假设 的 合理 
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性 ,又 为 数理 统计 中 用 样本 推断 总 体 提供 了 理论 依据 
REFRE: LDX LEX; 
伯 努 利 定理 : = p; 


六 钦定 理 , LDX 一 
3. 依 概率 收敛 的 意义 是 什么 ? 
答 ” 依 概率 收 钙 即 依 概率 1 ik aN. 其 定义 是 : 设 随机 变量 厚 列 
XXX 对 任意 s>>0, 有 
limP(|Y,—a|<e)=1 (a 为 常数 )， 
则 称 序 列 Yi Yst ,了 ,，… 依 概率 收 争 于 a, 记 为 


P 


Y, ——a. 

Ik E k 98 EJ ARA rR BJ lk 94 BJ + s] E F ; 8 Ey P BJ W SN 
EERI, BIXEE RH >00, n>N RF, 8 |+, —al<= 成 立 .而 
依 概率 收 伍 是 ,对 任 给 的 se 之 0, Hn 很 大 时 ,事件 {|zx, 一 a1 二 e} 发 生 
的 概率 为 1, 但 不 排除 偶然 事件 (|x 一 a| 之 e} 的 发 生 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


— .S L E KA 35 X É FZ FB 

#JR3 8 K A $KE EN ,常见 的 题 型 是 估计 随机 变量 X 在 
某 区 间 内 的 概率 ,估计 区 间 长 度 , 估 计 试 验 次 数 . 解 题 的 步骤 是 : 首 
先 确定 恰当 的 随机 变量 和 ,计算 巨 (X) 与 万 (X) 其 次 确定 e> 0 的 
值 ;最 后 ,由 契 比 雪夫 不 等 式 (两 种 形式 可 根据 需要 选择 一 种 ?进行 
计算 ,其 技巧 主要 表现 在 计算 五 (X),D(X) 与 分 解 随机 变量 X kE. 

例 1 若 随 机 变量 XX 服从 参数 为 2 的 泊 松 分 布 , 用 契 比 雪夫 不 
等 式 估计, 已 (| 和 一 2 人 4} 一 _ `. 

B #*X—x(2),EC(X)=D(X)=2,H3 £B K RER, A 
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P I|X—2|2Z4)=P(|X—z=|2Z4)2Z2/4°=1/8. 
例 2 设 Xis X,, *** , X, 是 相互 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 ， 


E(X)=x,D(X)D=8 (i 二 1,2,…,n), 求 了 = 上 了 >)X; KARKR 
i=] 


KERKE, Hi P| X— u<) a rR a. 
E ARER MDX) 因为 


yy rjl~< _ 1 < _ l _ 
E(X)=—E| ! >2x)= > Ex = S nu= ps 


n 
p=D{ EDX =1 SDX)= LnDX)=8 
n — n — nš ' n’ 


所 以 ,满足 XX 的 契 比 雪夫 不 等 式 为 


P(|X—,|> APE, 
X e==4 时 , 即 为 
8 1 
P(|X—z#]|<4)Z1—2 = 1 Dn 
例 3 若 随 机 变量 和 服从 [一 1, 引 上 的 均匀 分 布 , 且 由 契 比 雪 
夫 不 等 式 得 己 ( 人 |X 一 1 天 e 之 2/3, 则 20= ,E 一 . 
解 EC(X)=(—1+6)/2, D(X)= (+1)°/12, 
又 P(IX—E(X)|<=)2>D(X)/e, 
比照 P(|X—1|<=)2>2/3, 
得 E(X)=1=(—1+5)/2—> b=3, 


故 D(X)=16/12 二 4/3 二 >>1 一 D(X)/e=2/3—>e’=2. 

例 4 随机 地 掷 6 枚 骨 子 ,利用 契 比 雪夫 不 等 式 佑 计 6 i f 
出 现 点 数 之 和 在 15 点 到 27 点 之 间 的 概率 . 

解 ” 以 了 ,Gi 二 1,2,…,6) 记 第 i 枚 仙子 出 现 的 点 数 , 显 然 忒 ， 


相互 独立 ,6 枚 般 子 出 现 点 数 的 总 和 和 = >)X,, 所 以 


BE(XD) 一 二 (1 十 2 十 3 十 4 十 5 十 6) 一 全 ， 


° 267 ° 


af 21) _ 211 .... _ 211 135 
DCX)=#||1 3 +2 3 十 uk | | 


6 12 
故 E(X)=21, D(X)=35/2. 
由 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P(15<X<27)= P! X—2|<6)>1- |= 35. 


例 5 设 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
| x I 2 3 


P, 0. 3 0. 5 0. 2 


试用 契 比 雪夫 不 等 式 佑 计 概 率 已 人 | 和 一 匹 (X)| 21}. 
解 E(X)=1X0.3+2X0.5+3X0.2=1.9, 
E(X) =1X0.3+4X0.5+9X0. 2=4.1, 
D(X)=E(X?)—[E(X) F =0. 49, 
所 以 P(IX—E(X)|221)<<00. 49/1=0. 49. 
而 按 概率 计算 , 则 有 
P(|X—1.9|[221)=1—P(|X—1.9|<1) 
| =1—P(0.9<X<2. 9) 
=1—P11)—P(2)=0.2. 
可 见 契 比 雪 夫 不 等 式 的 估计 是 很 粗糙 的 . 
例 6 设 在 每 次 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 p=1/4. 
(1) 进行 300 次 重复 独立 试验 ,以 和 X 记 4 发 生 的 次 数 , 用 契 比 
雪夫 不 等 式 估 计 久 与 E(X) 的 偏差 不 大 于 50 的 概率 ; 
(2) 问 : 是 否 可 用 0. 925 的 概率 确信 ,在 1000 次 试验 中 ,4 发 
生 的 次 数 在 200 到 300 之 间 ? 
R ”这 是 一 个 问题 的 正 反 两 种 不 同 的 提 法 . 
(1) H X~B(300,1/4)% 
u=E(X)=300X1/4=75, 
o:=D(X)=300X1/4X3/4= 225/4. 
由 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
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P| X — EX |<50)>1- 225 se =o, 9775. 


(2) H X—B(1000,1/4)%i 
u=E(X)=250, o=D(X)=375/2. 
由 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P(200<X=<300)=P(|X—250|<50)=P(|X—g|<50) 


一 310 一 0 925. 


例 7 设 在 每 次 试验 中 ,事件 4 发 生 的 概率 均 为 3/4. HS KS 
夫 不 等 式 估计 , 问 :需要 进行 多 少 次 独立 重复 试验 ,才能 使 事件 发 
生 的 频率 在 0.74 一 0. 76 之 间 的 概率 至 少 为 0. 90? 

R 设 X 为 在 ”次 独立 重复 试验 中 4 发 生 的 次 数 ,确定 和 一 
Bln,3/4). 以 X/n AmE 次 独立 重复 试验 中 4 发 生 的 概率 , 则 


之 1 


中 [元 | 一 E(X) =- l nx > = 
n 4 4 

X 3 1 3 
p| <! = LDO = nx 4 — 4 16n 


H 3 1 8 K 8 SF3N A 
Pi0 71< <o. 76) 


= P k= 75| <0. 01] 01 一己 [| — EG | <o.01) 
N sasa sma 
n ] 6n 
所 以 ， 要 使 P|0. n<Ž <o. 76} >0. 90, Bp E0, 90, 知 ?之 


18750, 至 少 应 进行 18750 次 试验 才能 达到 要 求 . 
Hs 设 随机 变量 XX 的 概率 密度 为 


xX”"e */m!, 并 之 0),7 为 自然 数 ， 
HG) 一 | N 
0, 其 它 ， 
HE BJ : P íI0<x<—20(G -+1))2Zn/(m+1). 


证 AtA X 的 数学 期 望 与 方差 . 
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十 co 1 + co 1 x 
E(X)=| zf (zdr= 汪 | Te *dz= Lm+2) 
oo 0 ; 


m ! 


= (m+1)! =(m +1) (JT 函数 性 质 )， 
十 co 1 (+= 1 
ECX2 一 | z fG)dz= | z"”tz2e dz 一 一 -下 (2 + 3) 
-一 Q mi 0 m ! 


=} (m42)! =(m+2)(m+1), 


D(X)= E(X?2)—[E(X) P=(m+2)l(m+t1)— (m+ 1)2=m-+1. 
由 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P I0<X<2(m+1)) x 
=Pi1— On + 1)< X— (m+ 1)< (m 十 1)) 
=Pí/1X— (m+ 1) < Gn+1)) 
=P{|X—E(X)|<m+1}>1—D(X)/(m+ 1) 
=]— (mn -+1])/ Gn + 1)2=x>/(m+1). 
本 题 和 例 4、 例 6 中 都 有 一 个 小 小 的 技巧 ,就 是 将 所 求 概率 式 化 为 
契 比 雪夫 不 等 式 形式 .往往 是 在 求 出 期 望 什 后 ,照顾 期 望 值 而 得 出 
e 值 ,再 利用 契 比 雪夫 不 等 式 的 结论 . 

Ho 已 知 正常 男性 成 人 每 毫升 血液 中 平均 日 细胞 数 是 7300， 
标准 差 是 700. 利用 契 比 雪夫 不 等 式 估 讨 男性 成 人 每 毫升 血液 中 含 
白细胞 数 在 5200 至 9400 之 间 的 概率 p. 

解 ” 确 定 每 毫升 血液 中 白细胞 数 为 随机 变量 XX, 由 题 设 

E(X)=7300, D(X)=700:. 
由 庙 比 雪夫 不 等 式 , 将 概率 式 转 化 为 不 等 式 ,得 
P{5200<X<9400} =P {|X —7300|<2100) 
之 1 一 7002/21002: 一 8/9. 
例 10 E 3 D(X)=0,lFBH:PIX=E(X))=1. 
证 P{X=E(X)}=P{X—~E(X)=0}) 
=]—P1X—E(X)=0);, 
而 (X—E(X):0)=1|X—E(X)]=0) 
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= Ü {IX—EX)|>1/n). 
这 一 步 转化 十 分 重要 ,由 此 可 利用 契 比 雪夫 不 等 式 ,因为 
P(|X—ECX)|=0)= >| |X— EX) >] , 


而 P XxX 一 EC(X) |> <DOO /+-=o, 
所 以 P(|X—E(CX)|#0)=0, n=1,2,., 
于 是 PI|X—E(G(X)|=0)=1—0=1. 

二 、 大 数 定律 及 应 用 


大 数 定律 的 应 用 ,关键 是 要 找到 一 个 随机 变量 序列 ,根据 计算 
出 的 E(Xi;) 和 D(X,) ,确定 定理 条 件 是 否 满足 ,然后 依据 大 数 定 律 
解决 问题 . 常用 的 方法 和 技巧 是 : 求 (Xi) 和 D(X;) 要 用 到 计算 数 
学 期 望 和 方差 的 技巧 ,利用 契 比 雪夫 不 等 式 , 利 用 有 关 定 理 与 公式 
(如 斯 特 林 格 公 式 ), 利 用 反 证 法 ,等 等 . 一 定 要 根据 具体 情况 灵活 
运用 方法 和 技巧 . 
例 11 设 有 随机 变量 序列 {X} 且 相互 独立 ,其 分 布 律 为 
X (V2 0 V2 
P: 1⁄4 1⁄2 1⁄4 
问 ; 可 否 对 此 随机 变量 序列 使 用 大 数 定 律 ? 
解 CE H X, 相互 独立 ,ECXi)= 二 0,E(X?) 二 1, 又 
DCX)=ECXI)—[ECX) P =1—0=1, 
所 以 ,满足 契 比 雪夫 大 数 定理 条 件 , 可 使 用 大 数 定律 . 
例 12 设 随 机 变量 序列 X, XX, 相互 独立 和 且 辣 分 布 ,X， 
的 分 布 律 为 


1/ (27°) 1—1/7° 1/ (27°) 


、 . 1 < _ 
证 明 limP | + Zx. >.) =o 


证 ” 先 验 证 是 否 满足 大 数 定律 条 件 . 因为 
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E(X )=0, E(X;:)=2ëa X1/(27)=a’, 


D| Lyx =L Ip ax) =“, 
Wa E 32 3 KE BB 2: fF , + 


. ] < 


即 limP| FDX |>e)=0 

也 可 以 由 稳 比 雪夫 不 等 式 得 出 
i 

故 limP| FX >e] =o. 


例 13 已 知 独 立 随机 变量 序列 Xi ,及 ,,… ,XX, 具有 同一 分 布 
F(x)=1/2+1/r Ħ arctan(z/a), 

问 : 是 否 可 以 适用 辛 钦 大 数 定律 ? 

解 ” 因 为 f(x)==a/Lx(Ca’ 十 x )],; 所 以 

Foo 

re = |. ZL 
而 壮 钦 大 数 定律 要 求 E(X) 存 在 , 故 该 随机 变量 序列 不 适用 辛 饮 大 
数 定律 . 

例 14 设 和 XXX 为 相互 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 
序列 ,服从 VC0,1) ,证 明 : 


| [Ix,) "C, n— o, 
k=] 


dz 一 co ， 


十 co 
ECX)=| |z| 


其 中 C 为 常数 ,并 求 出 C 的 值 . 
证 令 Y, 二 lInX,, 则 Y，(r 实 1) 为 相互 独立 且 同 分 布 的 随机 变 
量 序 列 ,有 | 
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1 i 1 
E(Y,) =| Inzdz==lnz x 一 | d==0—1=-—1, 
满足 辛 饮 大 数 定 律 , 则 


~ DY, Że], 7 一季 人 xD 。 
k=l 


故 | TI X.) = exp 
k=] 


于 是 C=e™, 
例 15 证 明 马 尔 柯 夫 大 数 定理 :如 果 随 机 变量 序列 AXX, 


1 < p _ 
-D Y| e, n>, 
k=l 


… ,XX,，… 满 足 lim 汪 DD( XX) 一 0, 则 对 任意 s>0, 有 
limP | FOX EX) 
E oR DX, 的 数学 期 望 与 方差. 因为 
E| LX -15 EX» À D| OX => DCX) ° 
由 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P| FEL EX» 
由 题 给 条 件 ,立即 可 得 
例 16 EX I, X, , 义 ,，… 同 分 布 , 当 |k 一 i 之 2 时 ,Xi S X, 
相互 独立 ,方差 D(X;) 存 在 ,证 明 : 


. 1 ~ 1 < O 


证 ”为 简单 计 , 不 妨 设 
E(X;)=0., E(X:)=D(X;)=1, ¿= 1,22," "5 


<e)=1. 


<e}>1—D| SX,) J Qe). 
k=} 


<e}=1. 


FÆ 
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D| S X = E| SX.) = SIECX2D +2 >; EXX) 
i=] i=} i=] 


EE e 


=n +2 E(X, X) + E(X,X,) 十 +E(X,-iX,) J 
< 7 十 27 一 37. 
这 里 利用 了 以 下 条 件 : 当 i 关 k 时， 


ECXX) |< V ECXD +ECXD) 一 1， 
从 而 p| > x =,D [ Dx) — (n>), 
即 满足 马尔 柯 夫 定理 条 件 ,所 以 
sP | 1 Ex 1 Eeoo|=JJ—, 
例 17 设 X,X，…,X 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 且 
P{X,= + /Inn) =+ ,2 一 1，2,…， 验 证 :{X,} 服 从 大 数 定 律 . 
证 一 D=o, DXD=E(X) =ni, HA 


D| Sx.) = SDa) == Sni<nlnn ， 
i= i=] 


所 以 Lpf x) o (n—>co). 
于 是 ,由 马尔 柯 夫 定理 知 ,随机 变量 序列 {X,} 服 从 大 数 定律 . 
证 二 ”由 斯 特 林 格 公式 n! snt e A 


D| >x.) = l AX lnis hinan 


~| n+ Inn—n+ln (av 2x) |—o, 
于 是 ,由 马尔 柯 夫 定 理 知 , 随 机 变量 序列 {X} 服 从 大 数 定律 . 
例 18 设 {X,} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,是 
P (X,=-+ 2 =1/2%”%, 
P X,=0)=1—1/2”, n=1,2,"， 
证 明 :(X. 服 从 大 数 定 律 . 
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证 E(X)=2 m? +0X|1 一 站) =0, 


DX) =2" rt 0X| 1 一 芒 | 一 工 . 


PY =y D Xo 151,27 WEYD =0, DY V=. FEE 
意 e>0, 有 超 比 雪夫 不 等 式 
P{lY,~—E(Y,) |<e)>1— 3, 
即 有 limP |Y, —E(Y,) |<e)=1, 
所 以 ,随机 变量 序列 {X,} 服 从 大 数 定律 . 
例 19 L X, ,XXX 是 相互 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 ， 
X —U(a,b), f(x) Æla, oj 上 的 连续 图 数 .证明 : 
“>r = | fda. 
证 由 Xis Xzs X. HB h Sr L (X). 了 (Xs),…， 
大 (和 X,) 也 相互 独立 .因为 和 的 密度 函数 为 
;= aa 二 0， 
° | o, 其 它 ， 
所 以 ELO fXD]=| 06 一 DCz)g(z)dz 一 | fdz: 
HERAK A ER, A 
DTAS /(X)=E[G@—a) CX.) J= | Fdz: 


p—lim— 

若 把 本 题 看 成 积分 和 的 极限 , 则 它 提供 了 一 种 定 积分 计算 的 
方法 . 

例 20 以 某 种 仪器 测量 已 知 量 4 时 , 设 n 次 独立 得 到 的 测量 
值 为 zl，Zzz，…，Zn， 如 果 仪 器 无 系统 误差 ， [B]: Hn 充分 大 时 ,是 否 可 


以 取 工 LQ — A): 作为 仪器 测量 误差 方差 的 近似 值 ? 


解 若 把 视 为 n 个 相互 独立 同 分 布 随 机 变量 XX， G=1,2,; 
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…57) 的 观察 值 , 则 无 (X) 王 Ap, D(X) =P G=1,2, .仪器 第 ; 
次 测量 的 误差 X,; 一 4 的 数学 期 望 和 
E(X,—A)=4—A, 

方差 分 别 为 D(X,—A)= o°. 

Y= (XAY, i=1,2, sn, W Y, 也 相互 独立 ,服从 同一 
分 布 . 在 仪器 无 系统 误差 时 ,有 ECX; 一 4)=0, 即 y==A4, 于 是 

E(Y,)=E[(X,— A2]=E([X,— E(X;) 12) 
=D(X)=0, i=1,2,. ,n. 

H R E 3 SE ER BJ FP 3K TS JE ,可 得 


. 1 < 
imP|| 寺 >7 一 “ <ej=1, 
] ~ | 
j imP [|p 20A <e} = 


从 而 确定 , 当 n 一 oo 时 ,随机 变量 二 D (Xi 一 4)? 依 概率 收 全 于 


即 当 充分 大 时 ,可 以 取 二 >)(X, 一 4)* 作为 仪器 测量 误差 的 方 
差 的 近似 值 . 


第 二 节 中心 极限 定理 


主要 内 容 


1. 列 维 - 林 德 伯 格 定理 ( 同 分 布 的 中 心 极限 定理 ) 
设 义 ,, 叉 ,,…,X,,… 是 相互 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,有 
有 限 的 数学 期 望 与 方差 ,E(X,) 二 jy,D(Xi)= 二 of 关 0 (1 二 1,2,"…)， 
则 对 任意 实数 zx, 随机 变量 
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limF,(z) =limP(Y,<<) =| e/g 


dt 
2 
2. 德 莫 弗 - 拉 普 拉 期 定理 
设 随 机 变量 7 (n= 二 1,2,…) 服 从 参数 为 x,p (0 二 pp 二 1) 的 二 
项 分 布 , 则 对 于 任意 的 z+, 和 乌有 


limP < -| _l e-d. 


=> | vnp(l—p) -ee Von 
3. 李 雅 普 诺 夫 定 理 


I X, X? ;A … 是 相互 独立 且 不 同 分 布 的 随机 变量 ;它们 
分 别 有 数 学 期 望 和 方 磊 
E(X) =m, D(Xi)=s;60, i=1,2 


记 B= 02, 若 存 在 正 数 5, 使 得 当 n 一 oo 时 ,有 


maD ELX alo, 
n i=l 


则 随机 变量 


| i 5 E= 
ID] 25.) 


的 分 布 函数 已 ,(z) 对 于 任意 的 zx, 满足 
S Ix > 


limF, (1) =lim| TB Sr = 
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疑难 解析 


1. 中心 极 限定 理 有 什么 实际 意义 ? 

丛 ” 正 态 分 布 是 概率 论 中 三 个 重要 分 布 之 一 , 它 是 现实 生活 
和 科学 技术 中 使 用 最 多 的 一 种 分 布 ,也 是 数理 统计 的 重要 假设 . VF 
多 随机 变量 本 身 并 不 属于 正 态 分 布 , 但 它们 的 共同 作用 下 形成 的 
随机 变量 的 极限 分 布 是 正 态 分 布 . 它们 的 概率 如 何 计算 是 一 个 很 
重要 的 问题 , 中 心 极限 定理 前 明 了 ,在 什么 条 件 下 原本 不 属于 正 态 
分 布 的 一 些 随 机 变量 其 总 和 分 布 渐 近 服从 正 态 分 布 . 

2. 大 数 定 律 与 中 心 极限 定理 有 什么 异同 ? 

答 ” 大 数 定律 与 中 心 极 限定 理 都 是 通过 极限 理论 来 研究 概率 
问题 ,研究 对 和 象 都 是 随机 变量 序列 ,解决 的 都 是 概率 论 中 的 基本 问 
题 ,因而 大 数 定律 与 中 心 极 限定 理 在 概率 论 中 的 意义 十 分 重要 . 

它们 的 不 同 在 于 :大 数 定律 给 出 的 是 当 n 一 oo 时 随机 变量 序列 
的 函数 (平均 值 或 概率 ) 的 极限 ;而 中 心 极限 定理 则 告诉 我 们 ,随机 
变量 序列 总 和 的 分 布 近似 正 态 分 布 ,总 和 的 标准 化 随机 变量 服从 
渐 近 标准 正 态 分 布 ,而 不 论 随 机 变量 序列 服从 何 种 分 布 . 这 个 问题 
是 近 两 个 世纪 来 概率 论 研 究 的 中 心 问 题 , 所 以 称 为 中 心 极 限定 理 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


应 用 中 心 极限 定理 的 关键 是 ,由 所 给 条 件 构造 一 个 相互 独立 
同 分 布 的 随机 变量 序列 ,使 具有 有 限 的 数学 期 望 与 方差 ,然后 建立 
一 个 标准 化 随机 变量 , 即 可 应 用 中 心 极 限定 理 . 

用 中 心 极限 定理 讨论 的 第 一 个 问题 是 :在 概率 确定 的 条 件 下 
求 样 本 数 n. 解 题 方法 是 确定 随机 变量 序列 ,建立 标准 化 随机 变量 . 
建立 已 知 概率 与 标准 正 态 分 布 的 关系 式 ,寻找 n 的 表达 式 , 通 过 正 
态 分 布 表 得 出 n 的 关系 式 即 可 求 出 n. 技巧 主要 表现 在 求 随机 变量 
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的 数学 期 望 和 方差 上 ,一 般 技巧 是 通过 分 离 组 合 或 者 随机 变量 东 
数 的 形式 来 给 出 和 的 数学 期 望 与 方差 ,如 例 1、 例 3、 例 7、 例 9 每. 
第 二 个 问题 是 :计算 总 和 在 某 一 区 间 内 的 概率 . 其 一 般 方法 与 
第 一 个 问题 相同 ,只 是 具体 操作 时 后 者 只 需 计算 两 个 标准 正 态 分 
布 卫 数值 之 差 就 可 以 了 .没有 什么 特别 的 技巧 ,只 要 按照 一 般 的 方 
法 去 做 即 可 ,如 例 2、 例 5、 例 8 等 . 
下 面 通过 例题 来 了 解 解 题 的 方法 和 技巧 . 
例 1 在 抽样 检查 某 种 产品 质量 时 ,如 果 发 现 次 品 多 于 10 +, 
则 拒绝 接受 这 批 产品 . 设 产品 的 次 品 率 为 10%, 问 :至 少 应 抽 
取 多 少 个 产品 进行 检查 ,才能 保证 拒绝 接受 这 批 产品 的 概率 达 
到 0. 9? 
解 ” 设 ”为 应 抽取 的 产品 数 ,7 为 其 中 的 次 品 数 , 记 
x= NB 第 i 次 检查 时 为 次 品 ， 
0, 第 :次 检查 时 为 正品 ， 


Dij Y= > X,, E(X,)=0. 1, 
i=] 


D(X,)=0.1X (1—0. 1)=0. 09. 
P !110<Y=<n) 
=p] 10—nX0.1 Y—nX0.1 < n 一 2 > 0. 1 | 
|. nX0.1X0 9 VnX0.1X0.9 vnxXo0.1X0.9 
10—0. 1n _ 10—0. ix 
e VD 一 中 0.3 Jnl °| 0.3 Vnl 
10 一 0. ln} | 
所 以 0. 3 vV = 
即 至 少 应 抽取 147 个 产品 检查 才能 达到 目的 . 
@J2 某 车 间 有 150 台 同 类 型 的 机 器 ,每 台 机 器 出 现 故 障 的 概 
率 都 是 0. 02. 设 各 台 机 器 的 工作 是 相互 独立 的 , 求 机 器 出 现 故障 的 
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台数 不 少 于 2 的 概率 ， 

解 ” 设 机 响 出 现 故 障 的 台数 为 了 X, 久 ~B(150,0.02), 则 ECX) 
=3,D(X)=2.94, VDX) 一 1.715, 由 中 心 极 限定 理 , 有 

P(X>2)=1—P(X<1)=1—P [Te 
一 1 一 更 (一 0. 5832) 一 0. 7201. 

例 3 某 单 位 有 1000 人 独立 地 参加 防空 演习 , 设 每 个 人 能 按 
时 进入 掩体 的 概率 为 0.9, 以 0.95 的 概率 估计 : 

(1) 在 一 次 演习 中 至 少 有 多 少 人 能 进入 掩体 ? 

(2) 在 一 次 演习 中 至 多 有 多 少 人 能 进入 掩体 ? 

解 ”用 Xi 4G=1,2,…,1000) 表 示 第 ; 人 能 按时 进入 掩体 , 令 

S,=X,+X,+-:: + X,. 

(1) EELA m À Bë #t A Fa Ik , IE 8. P (m < S,, << 1000; 之 
0. 95, 因 为 E | 
m —1000X 0. 9 


S, — 1000X0. 9 
(<S) = | < l a | 
V1i000X0.9X0.1 V1000X0.9X0.1 
Sn—900 l 
A 一 了 , 则 Y~N(0,1), 由 中 心 极限 定理 ,有 
~y 90 
— 900 m — 900 
P (m<S, -PlY> =i P [y< 
(mdm) /90 /90 
m — 900 
=1—0| 752S] =0. 95. 
~ 90 
奉 正 态 分 布 表 知 一 一 一 1.65, 得 m= 二 884. 35, 即 至 少 有 884 人 
~ 90 
能 进入 掩体 . 


(2) 用 类 似 方 法 可 知 , 至 多 有 916 人 能 进入 掩体 (请 读者 一 
试 ). 
例 4” 设 随机 变量 序列 {X,} 相 互 独立 ,在 [一 n,nj] 上 X, 服从 均 
名 分 布 , 问 :能 否 对 {X,} 使 用 中 心 极 限定 理 ? 
解 能 . 因为 加, 一 CC 一 2 一 1 2 所 以 E (X,)= 0, 
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D(X, 一 (2 十 2 /12=nx°/3. 满足 列 维 - 林 德 们 格 定 理 条 件 , 有 有 限 
的 数学 期 望 与 方差 ,可 对 {X,} 使 用 中 心 极限 定理 . 

pis 某 电 站 对 一 万 个 用 户 供电 . 设 用 电 高 峰 时 每 户 用 电 的 概 
率 为 0. 9, 利 用 中 心 极限 定理 ,计算 : 

(1) 同时 用 电 户 数 在 9030 户 以 上 的 概率 ; 

(2) 大 每 户 用 电 200 W ,电站 至 少 应 具有 多 大 发 电量 ,才能 以 
0. 95 的 概率 保证 供电 . 

解 以 X 记 用 电 高 峰 时 同时 用 电 的 户 数 , 

(1) 所 求 概 率 为 P{ 了 二 9030). 因为 

X~B(10000,0.9), E(X)=9000, D(X)=900, 


10000 一 9000、9030 一 9000 
P íX> 9030 =P” 2 之 一 一 一 一 
于 是 Pi V900  ” ./900 
100 


-g| | — S(1)==1—0. 8413=0. 1587. 


(2) 设 电 站 的 发 电量 (单位 :WW) 至 少 为 x 才能 以 0. 95 的 概率 
保证 供电 , 则 因为 要 
x X — 9000 
p(2000X<z)=P [X< =P 0 < 


x— 1800000 
. 6000 


x/200— 9000 
30 


所 以 0 之 1 65, 得 x 之 1809900, 即 电站 具有 1809900 W 


发 电量 ,才能 以 0. 95 的 概率 保证 供电 . 

例 6 现 从 某 厂 生产 的 一 批 同型 号 电子 元 件 中 抽取 395 fF ,由 
于 次 品 率 未 知 , 需 要 通过 次 品 的 相对 频率 来 估计 ,这 时 估计 的 可 和 蕴 
性 大 于 95%. (1) 求 绝 对 误差 6; (2) 如 果 样 品 中 有 十 分 之 一 是 次 
品 ,应 对 p 怎样 估计 ? 

解 以 8 记 元 件 的 可 靠 度 . 


(1) p=P | Z- < )==20[e Vn/(pgq) ]—1, EBI 
Dle Vn/ (pq) ]> (1+ p) /2. 
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H 8=0.95 48 (1+- 0) /2=0. 975, 查 正 态 分 布 表 知 
£ /n/ (pq) =1. 96==-e=1.96 V pq/n. 
因为 p 十 q= 二 1, 所 以 pq<1/4,xn=-395 , 4 
e 妇 1. 96/(2 v395)=0. 05. 


1395 NE p| <] B 知 


7395 
395 


(2) H P| | 3 


ye 
395 


而 次 品 的 频率 (由 题 设 ) 取 一 击 ， 从 而 得 


0.10<p<0. 15. 
例 7 设 一 条 自动 生产 线 的 产品 合格 率 是 0. 8. 要 使 一 批 产品 
的 合格 率 在 76% 与 84% 之 间 的 概率 不 小 于 90%, 间 :这 批 产品 至 少 
要 生产 多 少 件 ? x 
解 ” 设 至 少 要 生产 mx 件 产品 ,并 以 X im fF P> úa rR € F nn B3 
件数 , 则 六 一 BCm,0. 8). 现在 要 确定 和 ,使 满足 概率 不 等 式 
P (0.76<X/m=<0. 84)<0. 90. 
(1) EMRET Nait. A 
P{0.76<X/m<0. 84) 
=P {|X—0. 8m ] <0. 04m} 
>=1— (0. 8m X 0. 2) / (0. 04m) =1—100/m. 
H 1—100/m>0. 90,448 2221000, B|] # / E #7 1000 件 产品 才能 
保证 合格 品 的 概率 满足 要 求 . 
(2) 用 德 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 估计 ,可 知 当 n 比较 大 时 ,XX 近似 
服从 正 态 分 布 N (0. 8m,0. 16m), TÆ 


X — 0. 8m 0. 04m 
P (0. 0. = | 一 | <— 
(0. 76<X/m<0. 84} P| ya D4 | 


—e<p< Ete, 8 一 0. 95， 


=z2@(0.1 v m ) 一 1 之 0. 90. 


查 正 态 分 布 表 知 ,0.1 vm =1. 65, 解 得 光宇 268. 96 , 故 取 
。 282 ° 


m=209. 

将 题 (1) 与 题 (2) 比 较 可 知 ,由 中 心 极限 定理 估计 的 m Zc Ik H 
契 比 雪夫 不 等 式 估 计 的 m 精确 得 多 . 

例 8 茶 地 进行 的 抽样 调查 结果 显示 ,考生 的 外 语 成 绩 ( 百 分 
制 ) 近 似 服 从 正 态 分 布 , 平 均 成 绩 为 72 分 ,96 分 以 上 的 占 考 生 总 数 
的 2.3%%. 试 求 考生 的 外 语 成 绩 在 60 分 至 84 分 之 间 的 概率 . 

解 以 蕊 记 考 生 的 外 语 成 绩 , 则 X~N(C72,c). 又 由 题 设 知 


入 一 72、96 一 72 
Gg 


PIX2>96)= P >°) 1— | A —0. 023, 


即 s| | =o. 077. 查 正 态 分 布 表 知 ,24/o 二 2, 解 得 o 二 12. 所 以 ， 
X—N(72,122). FE 


XL | 


P{60<X<84)=P| =- 
=@(1)—@(—1)=2@(1)—1=0. 682. 
例 9 某 厂 生产 的 产品 次 品 率 为 如 一 0.1. 为 了 确保 销售 ,该 三 
向 顾客 承 谱 每 盒 中 有 100 只 以 上 正品 的 概率 达到 95%, 问 :该 厂 需 
要 在 一 盒 中 装 多 少 只 产品 ? 
R HEA im R m S Sa 2 X B(m,0.9),E(X)= 
0. 9m , D(X)=0.09m, 则 


60—72 
l 


100— 0. 9m 
= ] — <<100 -1 一 叫 I | =o, 95, 
P(X>100=1—P(IX=< 100) 0 3 /下 


ra sa 一 ]. 65, m=117, Ej £ & ENAR H p= 
0.3 Vm 


品 才 能 以 95% 的 概率 保证 一 盒 内 有 100 H IF m. 
例 10 某 药 厂 对 自己 的 一 种 药品 的 广告 宣称 ,这 种 药品 对 疾 
病 的 治愈 率 为 0. 8. 卫生 部 门 任 意 抽 查 了 100 个 服用 此 药 的 人 ,如 
果 其 中 有 多 于 75 人 治愈 ,就 认为 宣称 是 真实 的 ,否则 就 是 虚假 的 . 
(1) 车 此 药 的 实际 治愈 率 为 0.8, 求 接受 这 一 宣称 的 概率 ; 
(2) 若 此 药 的 实际 治愈 率 为 0.7, 求 接受 这 一 宣称 的 概率 . 
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E (1) 设 100 人 中 治愈 的 病人 数 为 和 ,和 一 嫩 (100,0. 8)， 
E(X)==80,D(X) 二 16, 依 德 葛 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 , CX — 80)/4— 
N(0,1), 于 是 


P{75<X<100}=P < 全 << 
一 中 (5) 一 中 (一 1. 25) 
=@(5)—1+%@(1. 25)=0. 8944, 
即 接受 这 一 宣称 的 概率 为 0. 8944. 
(2) JER, X— B(100,0. 7), D(X) =21, E(X)=70. 依 德 莫 


75—70 -4 一 70 -100 一 ?70 
Ja VV 
=%@(6.547)—%@(1.091)=0. 1379. 

例 11 某 厂 生产 的 产品 平均 寿命 为 2000 h, 标 准 差 为 250 h. 
进行 技术 改造 后 ,平均 寿命 提高 到 2250 bh, 标准 差 不 变 . 为 了 确认 
这 一 成 果 , 检 验 的 方法 是 :任意 选取 若干 件 产品 进行 测试 , 夺 产 品 
平均 寿命 超过 2200 h ,就 确认 技术 改造 成 功 . 要 使 检验 通过 的 概率 
超过 0. 997, 至 少 应 检验 多 少 件 产 品 ? 

解 ” 设 应 检验 n 件 产品 . 以 X; 记 第 i 件 产品 的 使 用 寿命 , 则 

X= DxX,, E(X:)=2250, D (X,)= 250°. 
H | #E- AK S IH E EB , A 


] Fl 
P |+ 22 X.>2200 


75—80 .X—80 T 
4 


P 75< X<100; =P 


=P Í [六 -ECxD]/ V n o)>[2200— E(X.) Zn ]/250} 


=p {[XX nE) ]/C Zn )>— V/s) 


=1—@(— y n /5)=@( / n /5)>0. 997. 
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查 正 态 分 布 表 知 , / n /5 宇 2. 75,845 n2189. 0625 , 故 取 # 一 190. 
例 12 某 地 有 甲乙 两 个 电影 院 竞 争 当 地 的 1000 名 观众 , 观 
众 选择 电影 院 是 相互 独立 的 和 随机 的 , 问 : 每 个 电影 院 至 少 应 设 有 
多 少 个 座位 ,才能 保证 观众 因 缺 少 座位 而 离 去 的 概率 小 于 1%? 
解 ”不妨 设 甲 、. 乙 两 影院 是 对 称 的 , 故 只 需 讨 论 甲 影院 的 情 
形 . 设 x | 
1, 第 个 观众 选择 甲 影院 ， 
0， 其 它 ， 


1000 


则 甲 影院 的 观众 人 数 总 数 和 一 2 ,X,, M 
1 
2 
(A Æ P(X,=1)=1/2). X. 
n=1000, xnE(X,)=ng=500, 7n0 一 250. 
依 列 维 - 林 德 伯 格 定理 ,有 (一 500)/(5V10)~N(0,1). 于 是 ,车 
应 设 座 位 数 为 M, 则 
P(X<M)=P((X—500) /(6/10)<(M—500)/(5/10)) 
=@[ (M—500)/(5 V10) ]>0. 99. 

查 正 态 分 布 表 知 ,(M 一 500)/(5VI10) 之 2.33,M 应 取 537, 即 每 个 
电影 院 至 少 应 设 537 个 座位 ,才能 符合 要 求 . 

例 13 X X, X, 相互 独立 , 且 都 服从 油 松 分 布 <(1)， 


2 
EG(X5 =, DO(X)=EGXD—[E(X0= | 5) — 


1 
4 


令 了 一 2 X, WEB : 4 nokt, (Y,—n)/n 的 极限 分 布 是 标准 正 
i=] 
态 分 布 . 
证 因为 E(X)=1, D(X)=1, :=1,;2,°*" n, 
所 以 EC(Y,)=E( > X =n, Dt-y,)=D| >;X,) =n. 
i=} i=] 


由 列 维 - 林 德 伯 格 定理 ,有 
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—N(0,1). 


Y—E(Y,)_Y—n 
n 


N nD(Y,) 
例 14 证 明 : 当 ”>ce 时 ,有 
| Hataya Hn" anet 

W 设 X，(n 之 1) 是 相互 独立 旦 间 分 布 的 随机 变量 序列 ,X， 
服从 参数 为 1 的 汪 松 分 布 , 则 对 每 个 %,S, 服从 参数 为 n WAR 
布 . 依 列 维 - 林 德 伯 格 定理 ,有 

(S,—n)/v n ~N(0,1), 
所 以 ,由 标准 正 态 分 布 的 对 称 性 ,得 
1 


> limP{(S,—n)/ / n <0)=lim(S,=<—n) 


e” 


= im lpn bnp.. tp 
n> oo 2! n]! 


硕士 研究 生 人 学 试题 分 析 


一 、 本 章 考 试 要 求 

L. 了 解 契 比 雪 夫 不 等 式 . 

2 了解 契 比 雪夫 大 数 定 律 、 伯 努 利 大 数 定 律 和 辛 钦 大 数 定 律 
(独立 同 分 布 随机 变量 的 大 数 定 律 ) 成 立 的 条 件 及 绪论 . 

3. 了 解 列 维 - 林 德 伯 格 定理 (独立 同 分 布 的 中 心 极 限定 理 ) 和 德 
莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 (二 项 分 布 以 正 态 分 布 为 极限 分 布 ) 的 应 用 条 件 和 
结论 ,并 会 用 相关 定理 近似 计算 有 关 随 机 事件 的 概率 . 

二 本章 重点 内 容 

契 比 雪夫 不 等 式 及 其 应 用 , 列 维 - 林 德 们 格 定 理 及 其 应 用 . 

大 数 定律 与 中 心 极 限定 理 . 

1， 设 ,XXX 为 相互 独立 且 同 分 布 的 随机 变量 序 
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列 , 并 均 服 从 参数 为 + (4 汪 1) 的 指数 分 布 , 记 B(xz) 为 标准 正 态 分 布 
图 数 , 则 ( ) 


> X,—nA 
(A) limPs —>—— = ; 
lim | 1 -| (=>) 


Sx, — nA 
(B) li P+ ————<= >=@(x); 
im | ep = (x) 


A Kn 
(C) lim P4 ——— 
ip. Vn <=} 


> X:—à 
(D) impi -A 


n 


<e =e, 


(2005 年 四 ) 
解 ” 选 (C). 因为 EC(X;)= 二 1/4,DCX;) 二 1/K ,所 以 


EÍ 2, X.) =n/), DÍ > X,) =n/2. 

2. 设 随机 变量 的 数学 期 望 E(X)= 二 ,方差 D(X)==o?, 则 由 

友 比 雪夫 不 等 式 
P{|X— u| Z230} . (1989 年 四 ) 
A 契 比 雪夫 不 等 式 为 
P{|X— u| Ze} S/E, 

将 e=30 代入 即 得 P{|X 一 | 之 30} 志 ao?/(90’)==1/9. 

3. 某 保险 公司 多 年 的 统计 资料 表明 :在 索赔 户 中 被 盗 索 赔 户 
占 20%. UX 表示 在 随意 抽查 的 100 个 索赔 户 中 因 被 盗 向 保险 公 
司 索 赔 的 户 数 . 

(1) SS Hi X 的 概率 分 布 ; | 

(2) 利用 德 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 中 心 极限 定理 , 求 被 盗 索赔 户 不 少 
于 14 户 且 不 多 于 30 户 的 概率 . (1988 年 四 ) 
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解 (1) X—B(100,0. 2), E J 
P IX=k)=Ci Í X 0.2:X0.89 72. k=0,1,.…,100. 
(2) P(14< X<30) 
30 一 100X0. 2 14—100Xx0. 2 
ü Aoo t) T 
=@(2.5)—@(—1.5)=@(2.5)+@(1.5)—1 
£. 9944 0.933—1=0. 927. 
4. BIX’ Xe X, E 3k B S k X 的 简单 随机 样本 :已 知 
EX* =a, (ER 一 1,2,3,4) 证明 : 当 ” 充 分 大 时 ,随机 变量 


z,= Dx 
近似 服从 正 态 分 布 ,并 指出 其 分 布 参 数 . (1996 年 四 ) 


证 依 题 意 X, Xo tt’ X, 相互 独立 且 同 分 布 , 可 见 Xt, X>, 
..., X: 也 相互 独立 且 同 分 布 . 由 E(X) =a, (k=1,2,3,4). 
E(X})=a,, D(X?) =E(Xt)—[LEC(X}) J =a, — a}, 


EZ) => D EXD =a, 
i=] 


— mÊ 
a, — G; 


D(Z.) 一 二 >)DCX9) 一 
i=] 
因此 ,根据 中 心 极限 定理 


U,= (Z,—a,) / V (a, —a3)/n~N(0,1), 

RP n ZAKAT, Zn 近似 服从 N Caz, Ca —az)/n). 

s. 设 随机 变量 XX 的 方差 为 2, 则 根据 契 比 罩 夫 不 等 式 有 估计 
P(|X—E(X)|22)< ` . (2001 年 一 ) 

R ”由 契 比 雪夫 不 等 式 

P{|X— y| Zeo, 

K o =2,e=2 代入 即 得 1/2. 

6. 设 随机 变量 X 和 Y 的 数学 期 望 分 别 为 一 2 和 2, 方 差分 别 为 

. 288 ° 


1 和 4, 而 相关 系数 为 一 0.5, 则 根据 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P.IX+Y|=>=6 < . (2001 年 三 ) 
解 EC(X+Y)=E(X)+ E(Y)=0, 
D(X+Y)=D(X)+D(Y)-+2cov(XY) 
=D(X)-+-D(Y)+2ox D(X) VD(Y) 
一 1 十 4 一 2X0.5X2 一 3， 
所 以 P IIX+Y|2=6)<3/36=1/12. 
7. 设 随机 变量 X MY 的 数学 期 望都 是 2 ,方差 分 别 为 1 和 4, 而 
相关 系数 为 0.5, 则 根据 契 比 雪夫 不 等 式 , 有 
P(|X—Y|>6)< . (2001 年 四 ) 
解 E(X—Y)=E(X)—E(Y)=0, 
D(X—Y)=D(X)+D(Y)—2cov (X,Y) 
=D(X)+D(Y)—2pxry VD(X) VD(Y) 
=]1+4— 2X0. 5X2=3, 
所 以 P (|X—Y|=6))<3/36=1/12. 
8. 一 生产 线 生 产 的 产品 成 箱包 装 , 每 箱 的 重量 是 随机 的 . TE 
设 每 箱 平 均 重 50 kg ,标准 差 为 5 kg. 若 用 最 大 载重 量 为 5t 的 汽车 
承运 , 试 利用 中 心 极 限定 理 说 明 : 每 辆 车 最 多 可 以 凌 多 少 箱 ,才能 
保障 不 超载 的 概率 大 于 0.977 (0(2)=0. 977, 其 中 B(x) 是 标准 正 
态 分 布 晒 数 ). (2001 年 三 、 四 ) 
E BX: (i 二 1,2,…,n) 是 装运 的 第 i 箱 的 重量 (单位 ;kg)，,n 
是 所 求 箱 数 . 由 条 件 可 以 把 和 ,X，… 和 视 为 相互 独立 且 同 分 布 
随机 变量 ,而 n 箱 的 总 重量 
T,=X + X,+ + X, 
是 相互 独立 且 同 分 布 随 机 变量 之 和 ， 
由 条 件 知 


E(X)=50 /D(X)=5, E(T,)=50n VD(T,)=5 Vn. 
根据 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极 限定 理 ,T, 近似 服从 正 态 分 布 
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N (50n,25n). AR n 取决 于 条 件 
{,— 50n | 


P{T,<5000 =p |< 
> ) 5 A n 5 5 vn 


~o] 1000— 10n 
D Vn 


1000 一 107 
~ Nn 


从 而 n 二 98. 0199, 即 最 多 可 装 98 箱 . 

9， 设 随机 变量 X Xt Xn 相互 独 联 ,9 一 和 十 2 十 … 十 
X,, 则 根据 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 , 当 2 充分 大 时 ,S, 近似 服 
从 正 态 分 布 , 只 要 XX ,X,,… X, ( ). 

(A) 有 相同 的 数学 期 望 ; (B) 有 相同 的 方差 ; 

(C) 服从 同一 指数 分 布 ，; (D) 服从 同一 离散 型 分 布 . 

(2002 年 四 ) 

解 ” 选 (C). 因 为 列 维 - 林 德 伯 格 中 心 极限 定理 要 求 X Xa, 
…,X, 相互 独立 且 同 分 布 , 有 有 限 的 数学 期 望 与 方差 ,E(X)==y， 
所 以 


—0. 977=%(2). 


D(X DÐ) =0 £0 (G=1,2,` n). 


第 六 章 ”数理 统计 的 基本 概念 
第 一 节 随机 样本 


主要 内 容 


1. 总 体 与 个 体 

研究 对 象 的 某 项 数量 指标 的 全 体 称 为 总 体 . 总 体 中 的 每 个 元 
素 称 为 个 体 . 总 体 按 所 含 个 体 的 多 少 分 为 有 限 总 体 与 无 限 总 体 . 总 
体 通 常用 多 来 表示 ,总 体 的 每 个 个 体 的 取 值 是 随机 的 ,在 客观 上 
有 一 定 的 分 布 ,所 以 X 是 一 个 随机 变量 , X 的 分 布 联 数 与 数字 特 
征 就 称 为 总 体 的 分 布 肾 数 与 数字 特征 . 

2. 简单 随机 样本 

设 革 是 一 个 具有 分 布 函 数 玉 的 随机 变量 ,从 总 体 久 中 随机 抽 
取 的 有 同一 分 布 F 的 n 个 相互 独立 的 随机 变量 XX , 叉 ;，,…,X,, 称 为 
L IK X 的 一 个 容量 为 n 的 简单 随机 样本 . 按 样本 实行 的 一 次 抽取 
的 具体 值 , 记 为 zi1,z:，,… ,Zz,; 称 为 一 组 样本 观察 值 . 


F’ (Ziy Z, 3 一 [| Fe.) 
称 为 样本 X ,XX,,…: , X, UK Sr r fp RR. 
f° Caisar 2n) = || f(x) ( 若 存 在 ) 
i=l 


称 为 样本 Xi 2. |... X, 的 联合 概率 密度 . 
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3. 统计 量 
W Xi’ Xo *, X, 是 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 ， 


g (XI ,和信 2 ; X,,) RE: X16225]... DE 的 一 个 不 含 任 何 未 知 参 数 的 连 
E RAR O ReX ,XXX) 是 一 个 统计 量 . 统计 量 也 是 随机 变量 . 


4 一些 常 用 统计 量 
D 样本 均值 X=— x. 


(2) 样本 方差 
1 < 二 1 - > 
9 一 7 一 2 (XR) = 之 和 一 2 。 


L SCX — X. 
=1 


n— 1 


(3) 样本 标准 差 S= 
(4) Fe k BORA) A= 2 X, k=1,2,…. 


(5) 样本 上 Br r U E B= 1 ST x — X, k—=1,2, °°. 
它们 的 观察 值 仍 分 别称 样本 均值 .样本 方差 .样本 标准 差 、. 标 本 


阶 矩 、 样 本 太 阶 中 心 矩 . 


5. 经 验 分 布 图 数 
若 总 体 为 和 ,XXX。 EX 的 一 个 样本 ,将 样本 的 一 组 观 


察 值 zi. Z; saa, 按 大 小 排 成 顺序 统计 量 z <zz <: < x; , WJ 


0, r< ， 

ro- Xi <r=r< x; , k=1,2,",n—1,， 
l, r<, . 

PR Fn Cr ) H 2 e 27 Ap PR $X H Ë] J A — B; EK BH 22. 


疑难 解析 


1. 为 什么 可 以 把 总 体 看 成 一 个 随机 变量 ? 
答 ” 当 总 体 表示 某 项 数量 指标 时 ,对 于 X 的 每 个 个 体 ,都 有 
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一 个 对 应 的 取 值 . 这 个 取 值 有 一 定 的 分 布 ,而 且 具 有 随机 性 ,所 以 
X 契 一 个 随机 变量 . 因此 ,对 总 体 的 研究 就 转化 为 对 随机 变量 的 
WR. TA T EIEE X, ET T A. X 的 分 布 函 数 和 数字 
特征 就 是 总 体 的 分 布 贤 数 和 数字 特征 . 

2. 简单 随机 样本 有 什么 特点 ? 有 什么 意义 ? 

答 ”要 了 解 一 个 总 体 ,当然 最 好 是 了 解 每 一 个 个 体 ,但 这 样 太 
费时 间 ,代价 也 太 融 ,因此 ,用 抽取 样本 的 方式 来 了 解 是 最 好 的 选 
择 . 为 了 使 样本 X, X, , X, 具有 充分 的 代表 性 ,应 该 ;(1) Xi， 
Xost Xa 相互 独立 ;(2) X 中 每 个 个 体 被 抽 到 的 机 会 相等 . 满足 
这 两 个 条 件 的 样本 就 是 简单 随机 样本 . 

因为 简单 随机 样本 具有 充分 的 代表 性 ,所 以 用 从 简单 随机 样 
本 得 到 的 信息 去 推断 总 体 有 可 靠 的 依据 . 而 样本 分 布 肾 数 与 样本 
概率 密度 又 为 引进 统计 量 ,将 样本 中 信息 集中 起 来 ,进而 为 推 浙 总 
体 提供 了 有 效 的 途径 . 

3. 统计 量 有 什么 意义 ? 为 什么 统计 量 中 不 能 含有 未 知 参 数 ? 

Z ”样本 是 总 体 的 反映 ,又 是 进行 统计 推断 的 依据 . 但 样本 反 
映 的 信息 是 零乱 的 .无 序 的 和 分 散 的 ,所 以 要 针对 不 同 的 问题 构造 
样本 的 不 同 孔 数 ,将 信息 集中 起 来 ,以 便 进行 统计 推断 和 研究 分 
析 ,使 之 更 易 揭示 问题 的 本 质 . 统计 量 就 是 样本 的 不 含 未 知 参 数 的 


连续 函数 . 例如 ,又 一 >)X, 是 一 个 统计 车 ,不 含 任何 未 知 参 数 ， 


它 排除 了 关于 o? 的 信息 ,集中 了 关于 的 信息 . 

连续 性 是 为 了 保证 统计 量 仍 然 是 随机 变量 而 提出 的 ,同时 也 
为 以 后 用 数学 分 析 方 法 研究 统计 量 ( 如 极 大 似 然 函数 ) 提 供 了 条 
件 . 

不 含 未 知 参数 , 则 统计 量 只 与 样本 有 关 , 而 与 总 体 无 关 . ER 
有 未 知 参数 , 则 无 法 依靠 样本 观察 值 来 求 未 知 参 数 的 估计 值 ,因而 
失去 利用 统计 量 估计 未 知 参数 的 作用 ,这 是 违背 我 们 引进 统计 量 
的 初衷 的 . 
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4. 经 验 分 布 函数 与 分 布 函数 有 什么 关系 ? 

答 ”经验 分 布 函 数 是 由 总 体 X 的 一 个 样本 X. X.,: Xn 的 
一 次 实现 zz…z 构造 的 一 个 孙 数 . 它 既 是 又 的 函数 ,又 是 顺 
序 统 计量 XiX? ,… X; 的 函数 . 显然 , 它 对 不 同 的 样本 ,不 同 次 
的 实现 是 不 叭 一 的 . 

经 验 分 布 函数 F(z) 在 样本 的 一 组 观察 值 确定 后 就 确定 了 . 
它 具 有 :(1) 单调 不 减 性 . 4 z, <x, B, Fal) F, C). (2) AR 
性 . 0<F,(z)<1. (3) HÆRE. F(x 十 0)= 二 f(x). 因此, 经验 分 布 
随 数 忆 .(Cz) 是 随机 变量 的 分 布 函数 .事实 上 , 它 可 以 视 为 一 个 概率 
分 布 为 

PIX=xz)=1/n, kE=1,2,"",n 
的 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 . 

经 验 分 布 了 水 数 F,(z) 的 值 依赖 于 样本 观察 值 ,不 含 未 知 参数 ， 
是 一 个 统计 量 . 又 因为 对 每 一 组 样本 观察 值 , 有 不 同 的 f(z), 所 
以 经 验 分 布 函 数 又 是 一 个 随机 变量 . 由 格 里 文科 CW. Glivenko) 定 
理 , 当 n 一 co 时 ,Ff,(z) 关 于 xz 依 概率 收敛 于 F(x). 因此 , 当 n 充分 大 
(n 宇 50, 最 好 nn 宇 100) 时 ,用 F(z) 代 替 F(z) 是 可 行 的 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 的 例题 主要 是 加 深 对 数理 统计 基本 概念 的 理解 ,利用 概 
率 论 中 学 习 过 的 知识 和 数理 统计 基本 概念 的 定义 进行 计算 ,或 者 
验证 一 些 命题 . 一 般 可 以 直接 计算 . 

一 .总体 、 样 本 及 其 分 布 .样本 的 数字 特征 

例 1 某 厂 生产 的 某 种 电器 的 使 用 寿命 服从 指数 分 布 ,参数 4 
未 知 . 为 此 ,抽查 了 x 件 电器 ,测量 其 使 用 寿命 , 试 确定 本 问题 的 总 
体 、 样 本 及 样本 的 分 布 . 

解 ” 总 体 是 这 种 电器 的 使 用 寿命 ,其 概率 密度 为 
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Ae, Xx>0, 

0, r< A RAD. 

F ÀK Xi Xt Xn 是 nn 件 某 种 电器 的 使 用 寿命 , 抽 到 的 n 件 电 器 
的 使 用 寿命 是 样本 的 一 组 观察 值 . 样本 X, ,和 X:，…，,X, 相互 独立 ， 
来 自 同一 总 体 和 ,所 以 样本 的 联合 密度 为 


f(z)=| 


Alr Hart tar) 
A'e 1 2 HB N Zi T." Z, —>0, 


0, 其 它 . 
例 2 j xi, x, z, 是 总 体 X 的 一 组 样本 观察 值 , 则 使 


> (rm 一 o)? 取 最 小 值 的 < 等 于 什么 ? 


f (a, 29""" = 


解 设 /(o)= D aa) RER. 求 导 , 即 


fa (a)=—2> (zi 一 a]) ; 
. :=1 


令 上 式 等 于 零 ,得 a= Dz 
又 六 (aa) 一 2 全 0， 


gast Da 时 , > (zi 一 a): 取 最 小 值 
例 3 设 随 机 变量 X~N(1,4);,Xi,X…，Xioo 是 X 的 一 个 样 


100 
kK,X= DX: #Y=aX+b~N(0,1), Ra, b 的 值 . 


解 X~NA,4), M X— N(1,1/25). 而 
=aX +b~N (a+ b,a?/25), 
XLY~N(0,1), ff, a= +5,b5= F5. 
例 4 X X X, JX j — 4 EER ,X— N(.a,o2), RX 


的 分 布 ，>)aiX (4, 尖 0, 常 数 ) 的 分 布 . 


解 X—N(gE,o2) ,JHiiJ E(X)= ,, DCX) =, H 
* 295 ° 


B| FY~N (0 /n). 
E[ Shaix; ]= Sa EX.) ya, 
i=] 一 < 一 
D| S'a,x,]= S1atD(X.) = la , 
i=] < — 


即 > aX, N| Ap > ai, o: >a!) . 
例 5 总 体 的 一 组 容量 为 5 的 样本 观察 值 为 8,2,5,3,7, 求 


样本 均值 式 . 样 本 方差 EZH bE b: 及 经 验 分 布 陆 数 
F. (>). 


解 ” 由 定义 z= 二 (8 十 2 十 5 十 3 十 7) 一 5， 
$+ 二 了 [3 十 (一 3)? 二 0? 十 (一 2)? 二 21] 一 6.5， 


by 一 二 [3 十 (一 3)* 十 0? 十 (一 2)* 二 27] 一 5.2. 
0, TŻ, 
0.2, 2<<x—3, 
0.4, 3<<x<5, 
0.6, 5<=x<7, 
0.8, 7?<<x<—8, 
l, r8. 
例 6 设 总 体 和 的 分 布 函数 为 正 (z) ,经 验 分 布 函数 为 下 (zz)， 
证 明 : 
ELF, ]=F (2), D[F,Gz)J=--F(z)[1— F(z)J, 


证 引入 随机 变量 nF, (zx), 则 
e 296 ° 


Fs(z)—= 


PinF.(r)=hk}=CF (o [1—F(r) ,k=0,1,.,n, 
其 中 F(z) 是 XX 的 分 布 函 数 , 所 以 ,由 二 项 分 布 B(n,p) 的 数学 期 望 
与 方差 公式 知 
E| nF, (x) ]=xnF(z)==- E[F, (zx) |=F (zx), 
D[xnF,(z)]=xF(z)[1—F >) ] 
=> D[F,(z)]=--F(z)[1—F(z)). 
例 7 RAXA), XoXo X, 是 和 的 一 个 样本 , 求 
E(X),E(S’). 
解 E(X)=1/X, D(X)=1/X, 
E(X°)= D(X)+ [E(X) J =2/ 2. 
由 于 Xi Xu Xn, 相互 独立 且 同 分 布 , 故 


_ 1 < l An 1 

E(X)= LEs; T= 地， 
FIN _ 2 < 1 z 1 _n+1 
E( X )= D( X )+[E(X) | ~ p? atg nÀ? ? 


ESD =E| >] 六 X? — nX?) l 


i=l 
= H[DE ADEA] 


1 


À? nÀ 

例 8 RX, AS 分别 是 样本 和 ,和 和 的 样本 均值 及 样 
本 方差 . 若 添 加 一 次 试验 , 则 样本 扩展 为 和 i. X... Xas X,+ i RAF 
本 均值 和 样本 方差 分 别 久 ,1 和 Si4ii. 证 明 下 列 递 推 公式 成 立 : 


X. =X, + Xm X,) ? 


十 1 
— 1 — 
2 一- n Si+ X, Xa). 
证 用 定义 证 . 
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X n= HRH .十 买 ,) 十 各 1 
= ` (X, +X,+--+X,)+—— — Xt 
= X,t IX. = =X, + ——— -1 "G, — X... 

lO -Xn 

| 1 ' 
>| LX, IX. 
= -X D+ X,- | 

tH |X 

=, ADA- -X,+ 2X, — Xn) 


S XX, Q Xa. n RX) 
=} n(n—+1) (n + 1)° — n n+1 


=" lsi (Xt — X. 


以 上 公式 阐明 , 当 样 本 容量 再 增加 一 个 时 ,可 以 利用 前 个 数据 得 
出 的 均值 和 方差 添加 新 的 数据 得 到 新 的 样本 均值 与 方 磊 ， 
例 9 设 有 NN 个 产品 ,其 中 有 MM 个 次 品 , 进 行 放 回 抽样 . 定义 


X; 如 下 3 


1， 第 ; 次 取得 次 外 ， 
0, 第 : 次 取得 正印. 
KHE X: D ETIE? C 的 联合 分 布 . 
解 ” 因 为 是 放 回 抽样 ,所 以 X Xto Xn 相互 独立 且 同 分 


布 , 且 


X,= 


PIX,=1)= PIX,=0)=1— 


WI, Xi X, , X, 的 联合 分 布 为 
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2 


P(X Kc) (M/N) A M/N) E. 

例 10 W X MSi BEREX, Xo X, 的 样本 均值 和 样本 方 
差 , 作 数据 变换 y= 二 (zj 一 a)/c,i 二 1,2,…,n. 设 Y 和 S32 为 样本 YY， 
7Y:，…,Y, 的 样本 均值 和 样本 方差 ,证 明 . 

(1) X=a+cY; (2) .9X 一 CSY. 


BẸ X=a-+cY. 


(2) S? = ,一 到): 一 一 L re, +a)— (atcy) 


i E (Y; —Y) =S 
这 两 个 式 子 可 以 用 来 简化 运算 ,特别 是 数据 数值 较 大 或 者 带 
有 小 数 时 ,应 用 这 两 个 式 子 可 以 给 计算 市 来 很 大 方便 . 
例 11 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 1(z), 数 学 期 望 E(X)= 
x, D(X)=o ff fE, X oX’ X, jJ: X 的 一 个 样本 ,XX 是 样本 均 
值 , 则 有 ( RM. 
(A) X— f(x); (B) min iX.) — J (z); 


(C) max {Xi}~f Cz); (D) (XiX x)~ L| Go. 

解 ” 选 (D). HT X, Xot X, 相互 独立 且 同 分 布 ， 因而 联合 
密度 等 于 各 边缘 密度 之 乘积 . 

因为 和 ~ fG) ,所 以 DCX) 一 二 DCX) 一 二 oz, 即 所 以 (A) 不 成 


L. 
&Y= min (X) ; M 
Iin 
Fy(r)=P{Y<r})=1— P {Y zxr} =1—P {min {X} r} 
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=1—P{ || {X27r}}=1—[1—Fx(x)T¥Fx(z), 
i=] 


所 以 (B) 不 成 立 . 
S Z= max(X;) , 则 


F,G)=P(Z<S=r)=Píimax(X)<x)=P [| (X <=) ) 
ISa i=] . 


一 [[ PIX <a)=[Fz GG) PZ Fzx(z) N 
i=1 


所 以 (C) 不 成 立 . 

二 、 样 本 统计 量 的 概率 与 样本 容量 的 确定 

当 总 体 已 知 时 ,对 于 从 总 体 中 抽取 的 样本 ,往往 要 计算 样本 统 
计量 落 入 某 区 间 内 的 概率 ,或 是 在 概率 已 知 的 条 件 下 计算 样本 容 
E = H £ X. 其 基本 解法 是 :由 总 体 的 分 布 确定 样本 统计 量 的 分 
布 , 然 后 查 表 , 求 出 概率 ;或 者 由 概率 与 样本 容量 的 关系 式 确定 27. 

例 12 ” 设 总 体 X 一 NGC20,3), 从 和 中 抽取 两 个 样本 Xl Xs 
Xo MY Yoe Yu RAR3EPI|X—Y|>3). x 

解 BA Xi Xt Xo MY ,Ys,… ,Ys 相互 独立 且 同 分 布 ， 
所 以 又 ~ N(20,3/10) ,Y—N(20,0.2),-E. X—Y—N(0,0. 5). 

P(|X—Y|>3)=P1|X—Y|/ /0.5>3/ v0.5) 

=1—P{|X—Y|/vV0.5<3/ /0.5) 


=2[1—@(3/ /0.5)]=20(1—0O0. 6628) 
一 0. 6744 CHESA HK). 
例 13 Xi X, Xn 为 总 体 针 一 BO,p) 的 一 个 样本 ,p R 
知 , 则 P{X=k/n) 二 ( ). 
(A) p; (B) 1 一 户 ; 
(C) Cit 1— p)" t; (D) Sapp. 
解 ” 选 (C). BA X,, X,, o X, 相互 独立 且 同 分 布 , 所 以 


> X,— BQ , P ) ° 于 是 
i=] 
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P{ > X ,=k)=C'p(1— p), 
i=] 


而 p|x=4 |= Pp[2 x=). 
例 14 E Dk X— N (ot) ,车 要 以 99. 7% 的 概率 保证 偏差 
XX 一 | 过 0.1, 问 :在 a= 二 0.5 时 ,样本 容量 ”应 取 多 大 ? 
解 ” 要 使 | 叉 一 yx| 二 0. 1, 即 要 
P{|X—p|<0.1}=P{(|X—pyl/ /0.5/n<0.1/ /0.5/n) 
=2@(0.141/ n )—1=0. 997. 


查 正 态 分 布 表 知 0.141vV n 一 2.97, 所 以 2 一 444. 
例 15 设 总 体 X—N(3.4,6),X i, X23, X, 为 XX 的 一 个 简 
单 随机 样本 ,要 使 已 {1.4< 双 一 5. 40. 95, 样 本 容量 n 应 取 多 大 ? 


解 ” 由 题 设 知 , (对 一 3. 4)/(6/ Vn )~N(0,1), 故 
P{1.4<X <5. 4}=P{|X—3.4| <2} 


H =< 
-zo| = 


一 1 之 0. 95 
—| Vm —0. 975. 


查 正 态 分 布 表 知 V n /3 之 1. 96, 所 以 2 一 35. x 

例 16 设 总 体 和 一 BC) XXX 为 和 的 一 个 样本 , 户 
未 知 , 问 :对 每 个 p (0 二 p 二 1),n 应 取 多 大 ,才能 保证 

EL(X—p)’]<0.01? 

解 ” 因 为 E(X)==p,D(X)==pg,E(X)=p,D(X)= pg/n, 所 

以 ,要 使 
E[CX— p)J:= DCX)2 = pq/n0. 01, 
应 有 nn 宇 100pg = 二 100(1 一 p)p. 但 由 不 等 式 性 质 知 ,p (1 — p) < 
1/4, W n25. 
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例 17 设 Xi ,XXX, 是 来 自 总 体 X~ No2) 的 一 个 样 
本 , 求 满足 下 式 的 最 小 ” 值 
P |S*— o |<a2/212>0. 8. 
解 ” 将 不 等 式 变形 ,得 


2 2 
p|is—a1<%)=P[|5—1|<+! 
S? 2 ] /n—1 
= p4 |> _ 一 
Ë ' s <: m 
-20| 1] -1>0.8 
2⁄2 
?| WL >s 
2⁄2 
AESA nRa l1. 28, 故 n 二 14. 
2⁄2 


例 18 WAK X N(a,4), K X, .,X,,- X, 来 自 允 ,样本 
容量 n 取 多 大 时 ,有 
(D E(|X—z|2)<<0.1; (2) P{IF—y)<0.1} 守 0. 95? 
E (1) 因为 E(|X 一 zl:)==D(X) 二 D(X)/n, 所 以 
ECX — p| 0. 115 4/n L0. 1—= x>40, 
故 当 样本 容量 2 一 40 t, EGGX — yl. 1. 
(2) 由 中 心 极 限定 理 , 要 使 
P |X—g=|<0.1) 


=P] IX— [VDR <0.1/ VDE) | >0. 95, 


20| 0. Lv DC | 一 1 之 0. 9s—=| 0. 1 DÆ) | 之 0. 975. 
因 为 D(X)= D(X)/n=4/n, 


所 以 , 查 正 态 分 布 表 知 0.05 v n >1.96,ËElJ n=1537. 
例 19 ¿Z GS K X HRERS 
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|z], Iz1|<1, 
0， 其 它 ， 
Xi. X 6 Xo NRA X 的 一 个 样本 , 求 : 
G) EC(X) 和 D(X); (2) ECS); (3) P{|X|>0. 02). 


1 
解 ECX)=| | 六 |zdz 一 0， 
-1 
l 1 
DC 一 EC 一 | zjzzdz=2| az=+. 
-1 o 


7) = — x= 1 =l _ l 
(1) EC(X)=E(X)=0, DGX)=—D(X)=y-= x; 


(2) ESD =E- DX Xy ]= L E[> a] 
i=] :二 1 


1 wv, 1 .1 1 
加 DY) 2n 2n(n—1)’ 
2、 1 _ _1 
i ES )=750X49 4900` 
(3) P{|X |>0.02}=1—P{|X|<0. 002} 
-1-P| Xp | 
JVD | VD) 
=1—P{10| X |<0. 2} 
=2—2@(0. 2) 
=Q. 8414. 


第 二 节 正 态 总 体 下 的 抽样 分 布 


主要 内 容 


1. 样本 均值 X 的 分 布 
K X~NC uo’), X. X 55 |... X, Æ X 的 一 个 样本 , 则 样本 均值 
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X=- DX 是 统计 量 , 且 


X—N(u,o2/n) 或 (XR 一 1)/ Vo/n~N (0,1). 
(XX 一 J)/ Vo/n 也 称 为 U 统计 量 . 
2. X° 分布 
I X—N(0,1),X,,X,,: , X, E. X 的 一 个 样本 , 则 
C=X +X + etA? 
的 分 布 称 为 服从 自由 度 为 n 的 Xx SF di, WAKS C). X" m) Yr ft 
的 概率 密度 盟 数 为 


] jiA2 一 1 — y/2 
roem (72) 3 


0 EE. 
# X—N(gE o°) Xi X... Xn FE: X 的 一 个 样本 , 则 


e= 1 S) (X,—,)°— Y (n). 
:二 1 


G 
x 分 布 具有 以 下 性 质 : 
(1) LCL), MEX) =n, DX) =2n, 
(2) Æ Xi=Xi— m), X=% X Cn), E X, X: 相互 独立 ， 
则 

X X= Xi tH xo nain). 
此 结果 可 以 推广 到 有 限 个 入 分布 相 加 的 情形 . 
3. tf 分 布 
AEX ~N 0,1), Y~ (na), HX,Y 相互 独立 , 则 称 随机 变 


E= ARA É H EF 39 n KY t 分布 , 记 为 上 -io tn) Ayn BJAB 


Z 3 BE RRO 


Jf G) = 
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t 分 布 具有 以 下 性 质 . 
limf G) = 


1 2 
V 27 
对 tCn) 的 上 a 分 位 点 ,由 了 (7) 的 图 形 对 称 性 得 


tf1_.(n) -一 — (n). 


4. 下 分 布 
iF ERU ~ Cn) V~% (m) U 与 V 相互 独立 , 则 称 统 计量 忌 
Lp 


Flinn). F Q, , n; ) BARZE > 


r nı Fns ; _ tn, 
2 nı | 2 2 nı i 
—— — (y) 1 十 一 y ， y>0, 
f(y)= r|% p| 2 n? n; 
2 2 
0, y=<0. 


Æ F— F Gn, n), M 1/E~F (nsn). 
5. 正 态 总 体 样本 方差 $ 的 分 布 
设 总 体 X~N(u, o), X X. "5 X, J: X 的 一 个 样本 ,9 = 


LSR 是 样本 方差 , 则 


n— ] 


(1) DD); 


(2) X 与 $ 相互 独立 . 


由 此 可 以 推出 : 
3 Xi Xos X, 是 对 一 N (4,0) 的 一 个 样本 , 则 
X—p 
~t(n— 1 
s Jk “TP 


# X: D ETEL Xn JE 及 一 人 (Am ,0 ) 的 一 个 样本 ,了 1 Y... Yn, 
是 了 一 No 的 一 个 样本 ,X,7 EM. AY 是 两 样本 的 样 
本 均值 ,Si,Si 是 两 样本 的 样本 方差 , 则 
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C Y) TU) in 十 — 2), 
Sw N l/ni+1/n: | 
其 中 | 
Sw=[G@i—1)St++- m, —1)S:]/G@,i +n:— 2). 

8 X, DE ,有 2 X— N (Za ;01 ) 的 一 个 样本 Y i Y, Ú... Y n, 
ÆY>~N Cm D TEE, CEIM A Si, S: 是 它们 的 样 
本 方差 , 则 

S1/01 
53/03 


~F (n; —l,n:—1). 


SE ME #E Í 


1. 什么 是 自由 度 ? 怎样 计算 自由 度 ? 

答 ” 目 由 度 通常 是 指 不 受 任何 约束 、 可 以 自由 变动 的 变量 的 
个 数 . 在 数理 统计 概念 中 ,自由 度 是 对 随机 变量 的 二 次 型 而 言 的 ， 
因为 一 个 含有 x 个 变量 的 二 次 型 

S) Paxx, (ai 一 aii3zy =1,2,.,n) 
的 秩 是 指 对 称 和 矩阵 4= (co),x* 的 秩 , 它 的 大 小 反映 #” 个 变量 中 能 自 
由 变动 的 无 约束 变量 的 多 少 . 所 谓 自 由 度 , 就 是 二 次 型 的 秩 . 


计算 自由 度 有 两 种 方法 ,举例 如 下 : 求 统计 量 > (X,—X)° 的 


B H Bz. 
一 种 方法 是 :因为 


5 (X: — XY? = Sx? n= Sxl SX.) i 
i=] i=] i=] i=] 
一 1 i£ J 


i j=l 
= X' AX, 
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-一 一 ... — — 1 -一 一 


n n 


通过 和 矩阵 的 初等 变换 可 以 求 得 4 的 秩 为 2 一 1 所 以 统计 量 
> XXV 的 自由 度 为 n 一 1. 
舅 一 种 简单 的 说 法 是 ,因为 统计 量 的 样本 容量 为 n, 统 计量 中 


含有 及 ,而 叉 == 二 (Xi 十 Xs 十 … 十 X,) 是 一 个 约 东 条 件 , 所 以 统计 量 
的 自由 度 为 n 一 1. 
一 


在 一 般 的 问题 中 ,通常 都 采用 这 种 简单 的 说 法 . y TDS ; 
# 2 是 一 个 一 
关中 因为 会 和 SS°, 是 一 个 约束 条 件 , 所 以 自由 度 为 n 一 1; 而 


一 7 一 (和 % 一 和 ) 中 含有 及 和 了 ,有 两 个 约束 条 件 , 所 以 自由 度 为 


Sw V ]/n + 1⁄n, 
ni Tn, — 2 

2. U 分 布 .t 分 布 .x 分 布 和 已 分 布 等 统计 量 之 间 有 什么 联系 
与 区 别 ? 

答 “ 这 些 分 布 都 是 正 态 总 体 下 的 抽样 分 布 ,都 是 在 正 态 总 体 
的 前 提 下 ,用 不 同 的 方式 构造 出 来 的 . 因为 构造 的 形式 不 同 ,所 得 
的 分 布 就 不 同 ,所 以 它们 既 有 联系 又 有 区 别 . 

例如 , 分 布 与 标准 正 态 分布 十 分 相似 , 当 n 一 oo 时 ,两 者 没有 
大 的 区 别 ;但 当 n 较 小 时 ,区 别 就 较 明显 了 . 如 : 分 布 在 |z| 一 co, 密 
度 函 数 是 |z|-"+! 数 量 级 的 ,而 标准 正 态 分 布 的 密度 函数 是 e“” 
数量 级 的 . 因此 ,分 布 只 有 最 高 到 (一 1) 阶 (整数 阶 ) 的 矩 ,而 标 
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准 正 态 分 布 有 任意 阶 矩 , 且 上 分 布 的 方差 ( 咎 存在 ) 也 比 标准 正 态 
分 布 的 方差 大 . 

3. 什么 是 大 样本 与 小 样本 ? 

答 ”在 样本 容量 固定 的 条 件 下 进行 的 统计 推断 和 分 析 问 题 称 
为 小 样本 问题 . 因为 样本 容量 固定 时 ,如 能 得 到 有 关 统 计量 或 样本 
质数 的 精确 分 布 ,就 能 较 精 确 地 和 和 较 满意 地 讨论 和 分 析 各 种 统计 
问题 . 

在 样本 容量 趋 于 无 穷 的 条 件 下 进行 的 统计 推 新 和 分 析 问 题 称 
为 大 样本 问 题 . 此 时 能 求 出 有 关 统 计量 或 样本 函数 的 极限 分 布 , 也 
可 以 利用 极限 分 布 作为 近似 分 布 来 作 统 计 推 断 . 

所 以 ,大 样本 与 小 样本 不 单纯 是 以 样本 容量 的 大 小 来 区 分 的 ， 
主要 是 以 得 到 统计 量 或 样本 函数 的 方式 (固定 容量 或 极限 形式 ) 来 
区 分 的 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


抽样 分 布 问题 包括 :(1) 判别 总 体 X 的 一 个 样本 的 统计 量 的 
分 布 ,又 含 确定 分 布 类 型 和 确定 分 布 中 的 参数 ;(2) 计算 抽样 分 布 
的 概率 ;(3) 在 抽样 分 布 的 概率 已 知 的 情况 下 ,确定 抽样 的 样本 容 
E; (4) 证 明 抽 样 分 布 的 等 式 或 不 等 式 . 要 解决 抽样 分 布 问题 , 必 
须 对 U dh k 分 布 .t 分 布 和 FF 分布 的 构造 十 分 熟悉 ,能 根据 问 
题 条 件 确 定 抽样 分 布 的 形式 、 自 由 度 ,然后 解决 其 余 的 问题 . 

例 1 XX: XX, 是 来 自 总 体 X 一 No,4) 的 一 个 样本 ， 
问 :a,b 取 何 值 时 ,了 = 二 a(X, 一 2 叉 ,)? 十 5(3 叉 ;一 4X4)? 一 Xn)? 并 确 
En 的 值 . 

解 BAXX: X, X, 相互 独立 且 同 分 布 ,所 以 
E(X,—2X,)=0, E(3X,—4X,)=0, 
D(X,—2X,)=D(X,)+4D(X,)=20, 

D(3X,—4X,)=9D(X,) -16D(X,)=100, 
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于 是 HNO), 3 NGO0,1), 
Wm H X, —2X, 53X, —4X, 相互 独立 . 此 时 
(X —2X,) GX, —4X V 
20 100 
MA a=1/20,b=1/100,n=2. 

例 2 设 总 体 X 一 NO0,1) ,XXXe 为 X 的 一 个 样本 , 令 
Y=(X +X +X) + (X+Xs +X) REAC, ECY 服从 X 分 
布 . 

解 ” 因 为 各 X; 相互 独立 且 同 分 布 ,所 以 

义 , 十 六 十 六 一 NC(0,3)， XX 十 六 十 XX 一 NN (0,3)， 


— y (2) ° 


(Xi +X:+X:)/ V 3 ~NO,1), 
(X, +X; +X.)/ V 3 —N(0,.1). 


于 是 (X, HX +X) HX + X; X.) 
-| tt 二 | | ] 
¿3 V 3 
二 YI 十 Yz， 
其 中 | Y?/3~X:(1), Yi/3~X (1). 


所 以 — 1 十 了 3) 一 桔 [(X +X: +X) +(X +X: +X] 


_ l. y 
= zY y (2), 
Bp C=1/3. 
例 3 WX, X... X, 是 总 体 X~NGmyoi) 的 一 个 样本 ,Yi， 


Yast Yn 是 总 体 了 一 NAH ,03) 的 一 个 样本 ,两 个 样本 相互 独立 . 令 
= DX,— n), =A (Y, — n), 
i 一] 


3R F -É 的 抽样 分 布 Cea o He E ID. 
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解 因为 说 一 方 >) (X, — m) YG), 
i=l 


(i= D (7 一 po 一 和 (oo)， 
i=] 
Xi 与 Xz 相互 独立 ,由 FF 分 布 定 义 知 
pA 


~~ F (n snz). 
nij nz o? 


RI- H JIR TEB X—-—N(0,1 Fñ x: SA m 318 
IK X— N(a,ot) F BJ 2 分 布 .必须 适应 这 种 转换 . 

例 4 XiX Xn, 是 总 体 开 ~ 一 Na) 的 一 个 样本 ,Ac 
HRA MFI OEM. 


._ 1 - — V 2 —_ 2 , 
(A) S= t 2 X) ~Z (n— 1); 

a _ 1 n _ wy as. 
(B) “= 2, A: Xy ~g (n= 1); 
(C) PLAta: 


(D) G>, X~ a). 


t= 二 1 


解 ” 选 (C). 同上 例 , 当 了 ~N(p507) 时 ,有 误 了 >) (Xi 一 1)?~ 
i=] 
Y(n), {E H, o + M. VA X 代替 H» 则 | X 为 一 个 约束 和 条件, 所 以 
SD (和 一 部 )2 一 大 On 一 1 
=] 


例 $ tX X, e, X, AX~NO, DK — TEZ, X 5S 为 
样本 方差 与 样本 均值 , 则 ( ) 成 立 . 


(A) X—N(00,1); (B) nX~N (0,1); 
(C) > X~ (a); (D) X/S—t(n—1). 
i=1 


解 ” 选 (B)(C). 因 为 又 一 No,1/a) ,所 以 (A) 不 正确 ,(B) 正 
“310，。 


因为 Xi X... X, 相互 独立 ,Xi 一 NGC 1) ,所 以 之 /1 一 
i=] 


X(n), (C) EH. 
X 
0 日 — — ~tla— 1), 4H x= 1 B, 
当 u= T, MSE = s n tn 但 n T 


, D 
=s 所 以 (D) 不 正确 . 


例 6 I XiX,’ X 是 总 体 X 一 No,1) 的 一 个 样本 ,看 统 
计量 U=c(Xi 十 Xo) /NEI 十 XK? 十 XE~t《n), 试 确定 c S n. 
解 HAX: (G 一 1.,2,…,5) 相 互 独立 且 同 分 布 , 所 以 
(XK)/V 2 ~N(0,1), Xi +X tX ~ (3), 
有 日 两 者 相互 独立 . 由 上 分 布 定 义 知 


-| (X: X23427. X2)/3—:(3), 
故 可 确定 c= /3/2 ,n=3. 


例 7 IX, X... X, 为 总 体 X~NCnso) 的 一 个 样本 ,X 和 
S? 为 样本 均值 和 样本 方差 ， NEMAM TARE 7, NED OES 


X a x- 
Xis A" “人 从， 也 相互 独立 ' 求 统计 量 U = "+ 7 二 了 的 分 布 . 
解 ” 因 为 XR~N(y, ofn), x Ny, 
所 以 (X. —X)— N(0,G@+1)o°/n), 


于 是 X0] |o [fiti — Ne. 
n 


(n—1)Sf 2 > K 7. _1 — 


义 ， 有 
U == X, — X J (n—1). 
s/t /al N Pai) 
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_ X, X n 
= ç ptT). 


例 8 AXE) l Y=X 服从 什么 分 布 ? 并 确定 其 参数 . 
R RAX) kr y y. X— C Jih U— 


/V/k 
N(0,1),V ~X (k), BU,V 相互 独立 . 
LHAU~NO, DA, U’? ~ ŻA), HU? 5V bE, TE 
X? =(U?/1)/(V/k)~F(1,k), 
BIY =X 服从 分布 ,参数 为 (1 ,k). 
例 9 i X. X, 为 总 体 和 一 No ) 的 一 个 样本 , 问 :Y 王 
(Xi+X,2/(X,—X,) 服从 什么 分 布 ? 并 确定 其 参数 . 
解 ”因为 和 ~N(0,c) ,Xi X, 相互 独立 ,所 以 (XI + X.) 和 
(Xi 一 X2) 都 服从 No,2c ), 且 
[(X,+X,)/( / 2Ío)]—2 (1), 
[(Xi—X,)/( 2 Í)]— 21), 
从 而 ,由 五 分 布 定义 知 
_ [XtX)/Y 2 Xi LX) 
[CX—XI/V EO (X 一人) 
即 Y 服从 FF 分布 ,参数 为 (1 ,1). 
例 10 从 总 体 X~ No 中 抽取 容量 为 16 的 样本 . 在 下 列 
情形 下 分 别 求 z 与 4 之 差 的 绝对 值 小 于 2 的 概率 : 
(1) 已 知 w=25; (2) 未知, 但 S*=20.8. 


解 (1) 由 o=5, 统 计量 U= R= |-=~N 0:1 ,有 
?1 


—F(1,1), 


G D 
< 局 | 
Vn V16 
Pi{|u|<=1.6;}=28(1. 6)—1 
0. 8904. 


P(lz—pl<2)=P {lz—xl/ 
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(2) 由 统计 量 了 一 1z 一 /| /一 ~t(n 一 1) ,有 


P{|x— <=. r— S <? Za, 
i zJ Fen 
=P{|t|<1.76}=1—2X0.05=0. 90. 


例 1i XiXe „X 6 AA IK X~N(u,O0. 5 ) 的 一 个 样本 ， 


(1) 已 知 k=0, 求 P{ DX); 


i 二 1 


(2) 4 未 知 , 求 P{ > XRS 85). 
解 (1) #=0 qi= te, TE 
(DXi>4)=P Ph- Dx > >y zz) 
=p (m>16 o. 10. 


(2) py RAET, X= 15a- —X):— (9), FË 


£= 1] 


P(X x — Xy222. 85)=P P |Z D -Xy > 


2 85 
os) 
= P 1:22 11. o: 25. 
例 12 设 Xi Xats X, 是 总 体 X~NCppo) 的 一 个 样本 ,S2 
是 样本 方差 . 试 确定 n EKI, A P (S / a2<<1. 5120. 95. 


解 因为 (n—1)S° 


g’ 


p =i 1)S° 
g? 


2 
要 P|3<1.s|= <1.5G@—1))=0. 95, 


ETDS], 5(n—1) }<0. 05. 查 表 知 


1. 5X (27 —1)=39>X¥} o (26) = 38. 885, 
1. 5X (26—1)=37.5—<— 2 ə (25) =37. 652, 
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即 要 了 | 


于 是 , 取 n= 二 27. 
例 13 XXe Xo N B Ik X— No 的 一 个 样本 , 求 : 


1 20 ú ; | 
] 20 , 
(2) p |12. KEDA <10); 
1 2 2 
解 ” 因 为 X~N Cp,07) ,所 以 XX -2 — 2 (20). 


(1) P|10. 9< 15a- 一 上 237. 6 | 


t=1] 


=P {10. 9X’ <37. 6) 
— P {¥? L37. 6}—P {X <10. 9) 
—=1— P {xX >37. 6}—[1—P (X >10. 9) J 


— P1% >10. 9) — P {X >37. 6) 


EŠ 0. 95—0.01=0. 94. 


mr E AE 分布 表 中 先 查 到 一 20 的 一 行 ,再 横向 查 得 
与 10. 9 接近 的 10. 851 ,该 列 对 应 的 e= 0. 95 即 为 所 求 概 率 . 
同 理 查 得 P{X: 之 37. 6} 一 0. 01. 


(2) 类 似 地 ,有 Pi12 < >; — p)? L40 


PX >12. 4}— P {X >40) 
一 0. 90— 0. 005=0. 895. 
例 14 XXa X ERX N LEE o 
为 未知 ,而 区 二 12. 5,8S?=5. 333, 3R P{|z— ul <0. 4). 
解 因为 未知, 所 以 有 
XH 
S / 


t= = t (n —1). 


将 n= 二 16,S 二 V5.333 二 2. 309 代入 ,得 1 二 -ZE ~ (15). 


5. 5773 
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P(|Z—z|<0.4)=P r< sa =P {|t| <0. 692) 
=1—P(:Z0. 692) — P {t<0. 692) 
=1—2P(:Z0.692)=1—2X 0. 25=0. 5. 

#: 分 布 表 ,方法 是 ; 先 查 到 n=16 一 1 二 15 的 一 行 , 横 向 查 到 
0.692, 对 应 的 a 即 为 概率 Ptt 宇 0. 692). 
例 15 XiX Xo 为 总 体 X 一 NG 22) 的 一 个 样本 , 若 


9 
记 Y 了 = > AX, Ri E P (Y2a, = P1Y<a,)=0.05 的 a 和 
i=] 
G. 


解 ”因为 DCX) 一 4, 所 以 
UT) 

故 P(Y2Zae,) =P (UZa,/41) =0. 05. 
查 表 知 , 若 PIU y1IÍ((8))=0.05,B|a,/4= y Ó Í| (8)=15. 507, F 
Jt a, = 62. 028. 

类 似 地 ,由 P (Y< a )= P í(U=<a,/4)=0.05,#r 33 a /4= 
X3.95 (8) =2. 733, FÆ a= 10. 932. 

例 16 BAX 服从 指数 分 布 ,概率 密度 


f ) D z>—0,0>0, 
X — 


0, 其 它 ， 


从 1 六 2 及。 为 XX 的 一 个 样本 ,证 明 PR — 2n). 


证 一 ”这 是 一 种 简捷 证 法 . 因为 xX?(2) 的 概率 密度 为 


rl ?一 0 
0， 其 它 ， 
所 以 ,xX:(2) 分 布 也 可 以 看 作 9==2 的 指数 分 布 . 令 了 一 2X7VO, 则 由 大 
分 布 的 可 加 性 ,有 
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证 二 


X= > 2 一 > Y~ On). 
t=1 ¿=l 1 二 1 


因为 了 ~e(9), 即 天 一 夏 (1,1/0), 由 于 参数 为 a,8 BJ) T 


分 布 的 密度 函数 为 


p t— — fr 
rora O e 5 x>0, 


O, r=<0. 


H T' 分布 的 参数 可 加 性 知 , 了 = 三 > x,—r| | . 而 


_ 2nX _ 2 < 2 
Z=“ = X= +Y 
H BE HL AE E pR 3 27 f: BJ E 3 (Z: ski 3 
1/8 "1 
AR e —, Z>0, 
0, Z<—0, 


] n—1 , — Z/2 
r= Free e“, Z>0, 
0, Z=<0. 


此 式 正 好 是 六 522) 分 布 的 密度 函数 ,于 是 证 得 


RE — Y C2n). 


这 两 种 证 法 实质 上 是 一 样 的 . 

例 17 2X, X: X E K IKX—N(0.1)F— TË K X 和 
S 4yr3| E 6 K EJ 8 +IP K y, & Y =10X2/S*', # f P IY22 A) = 
0.01, 则 4 应 为 多 少 ? 


解 由 上 分布 定 义 知 闷 一 N| 0,16 a X / -一 :9)， 于 是 
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查 尺 分布 表 知人 一 局 ou(1,9) 一 10. 56. 

例 18 设 XiX，…，Xs 是 总 体 关 ~ 一 N(x,20) 的 一 个 样本 ,Yl， 
Yot ,Yio 是 Y~N (py,35) 的 一 个 样本 ,XX 与 Y 相互 独立 ,Si1 和 S32 
是 各 自 的 样本 方差 , 求 P{Si 宇 2S2). 


解 ” 因 为 
2 2 
F=3 E1. 75 RIF (8—1,10—D=F(7,9), 
2 2 
所 以 
S? S*/20 35 
2 2) — 一 上 一 l — ) = 
PISIZ2SI)=P (F>?) P S2 20 P IF>3. 5). 


# F 分 布 表 知 Fo | (7,9)=3.29,Foa IÍ (7, 9)=4. 20, M 3. 29<3. 5 
<4. 20, 于 是 
0.025< P (St222S2) <0. 05. 
例 19 设 X,X,,…,Xio 是 和 一 NI10,22) 的 一 个 样本 Y,I,.Y,, 
eY, 是 Y 一 N(20,22) 的 一 个 样本 ,两 者 相互 独立 . < 


10 5 

> 1 OX,— 10) > Yy 
_ i=l tl _ _ 
== oo = 

> (Y ,—20) > (X, — X): 

i=] | 


(1) E HI Pí(F,<<a,)=0.05,3K a; 
(2) E A PF: <a} = 0. 01 , >K a,,. 


Fi 


解 a) IF C F(S.5 P (F Sa)= P |F2> = 


0.05. # F 分 布 表 知 


l p.s (5,5)=5. 05—— a =0. 198. 


a 
(2) 因为 | 
_ 1 xy Ll S yY,—Y)’ |~F(9,4) 


所 以 
` 317 ° 


P (F,<a,) =P zo- ZA -Xy <o} 


Tar (X,—X) Tas Do ot, | 


=P FZ) 
9a, 
AFRA 
一 FF (9,4)=14. 66== a, =0. 03. 
9a, 


例 20 I X X X, E B Kk X— N (z, o 2) BJ — 4" FE Z= , IA, 
证 :E[ > (X,— X | = eo. 
i=] 


证 B= 》) (X — X 2/2- n — 1), ER) =n], 
i=] 
D(X )= 二 2 一 1), 所 以 


EXXX ED Aae 
i=] i=l 
= EPY =AL E] 
=o [2(n—1)+ (n— 1) ]= (n —1)o*. 
例 21 X I X, 是 总 体 和 一 NGC,a) 的 一 个 样本 证明:X%: 十 
X, 与 和 一 和 相互 独立 . 
证 ”因为 
cov(X + X,, Xi — X; ) 
=E(X +X,)XXX,— X.) —E(Xi+ X.)E(X  — X2) 
=F(X:— X?) —[E(X,)+E(X)][E(X)—E(X:)]; 
而 E(X)=E(X), E(X,)=E(X.), 
故 cov(X, + X,, X, — X;)= 0. 
LX, HX ~N Ou, 20), Xi — X,— N (0,202), 4 1E 25 34 Ik 
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不 相关 则 一 定 相 互 独立 ,所 以 ,由 cov(CX 十 XXX 一 一 0 知 ,X， 
+X, E X,i— X, 不 相关 , 必 相 互 独立 . 
例 22 设 随 机 变量 和 一 (mm) 证明: 
P IX=<1;= PIX=1:=0. 5. 

证 #X—FO(n,n),. IJ 1/X— F (n,m). H T m= nx, bk X 5 

1/X 服 从 同一 分 布 ,于 是 

PKX 委 1) 王 PLX 委 ]1) 一 忆 (X 之 1). 
而 | P X<1;+P(IX2Z1;:=1, 
因此 P IX<1 =P 1X21)=0.5. 

例 23 X X, X. EXN a D EE .Y u Y, 
Y. EYN ui EE BE X Y 是 它们 的 
样本 均值 ,S?,s; 是 它们 的 样本 方差 ,c,d 是 常数 . 证明， 

,Xp tad —) 
Sw N t/n + d°: /n, 
其 中 SH 二 [| (2 一 1)93 十 (22 一 1)95 /0 十 2 一 2). 
证 因为 ECcCX+dY)=cE(X)+dEY)= cu + du, 
DC X+dY)=D(C0(X)+ da DCY)=a:(c2/n +d/n,), 
_c(X— m) +d(Y— g) 
_ (c X+d Y)+ Cuy L dpn) 
o N c2/n + d° /n, 
MM C(m—1l)Si/ ~ G 1), (mn,-—1)S;/e*— X"(n 一) 
LIAR hyr, H X° 分布 的 可 加 性 知 


= Eon DSi (ma DSE] ~ n +n —2. 


mU 5x 相互 独立 , 依 上 分布 定义 ,有 
, = X — Hd (Y — u) 


Sw ‘VY c/ni+ada’/n, 


—t(2, nC— 2), 


所 以 U 


~N (0.1). 


—t n tn — 2). 
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例 24 UX ~F Ck ska) WEB] SF (ki) À Tü 
F. (b, ska) ~]/F.(k, ski). 


UIV. 
证 令 X 一 站 /在 ， 设 0 一 六 06) 一 22(D UV 相互 独立 , 则 


1 VU 

hog E~F Gok). 
H P| >F. kki) =a =P FLF.) | 一 1 一 a 
即 P IX—1/F,(k,,b ) = 1—a.,. 
因 为 P{X ZF -a(k; sk) =l—a, 
故 F - (bh i k.)= 1/F,(h,,Ë)). 

硕士 研究 生 入 学 试题 分 析 
一 .本 章 考试 要 求 


1. 理解 总 体 、 简 单 随机 样本 、 统 计量 、 样 本 均值 .样本 方差 及 
样本 和 窍 的 概念 ,了 解 经 验 分 布 函 数 ， 

2. TEX 分 布 .t 分布 和 F 分 布 的 定义 及 性 质 , 了 解 分 位 数 的 
概念 并 会 查 表 计算 . 

3. 了 解 正 态 总 体 的 某 些 常 用 抽样 分 布 . 

二 .本章 的 重点 内 容 

从 已 知 总 体 中 抽取 一 个 随机 样本 ,构造 一 个 统计 量 , 然 后 确定 
这 个 统计 量 的 分 布 , 并 确定 其 参数 或 者 自由 度 . 

数理 统计 的 基本 概念 . 

l. WX I, X, , , 羡 ，(n 之 2) 为 来 自 总 体 N(0,1) 的 简单 随机 桩 
本 ,XX 为 样本 均值 ,S? 为 样本 方差 , 则 ( ). 

(A) n X~N(0,1); (B) nS’ ~ Y Gn); 
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n— i 


~t(n— 1); (D) 一 一 一 一 个 (172 一 1)， 


Sx 
i= 2 


(n—1)X 
(C) — 
(2005 年 一 ) 
解 0D). AA nX=X +X: t +X n MAARE. 
因为 (2 一 1)S2:/a2 一 妇 2( 人 2 一 1)， 所 以 (B) 不 成 立 . 
因为 (X 一 /AS /Vn)~t(x 一 1), 所 以 (C) 不 成 立 . 


mX ~A), J X~ an), DRX. 
L= 2 


2， 设 随机 变量 X~:(z) a> Y= MC D. 

(A) Y~X’(n); (B) Y—xX°(n—1); 

(C) Y~F(a,1); (D) Y—F(1,n). 

(2003 年 一 ) 

E ÆC). ND X— Gn), IA X=U/ /V/n, R RU — 
N(0,1),V ~X (a). HY=1/X° MH ,Y=(XV/n)/U° ,J|8IV ~X a), 
[三 一 信人) 得 YY 一 FGay1). 

3. 1 SAL IK X 服从 参数 为 2 的 指数 分 布 人 1， 和 29 有， 为 来 自 


总 体 X 的 简单 随机 样本 , 则 当 % 一 oo 时 ,Y, = 27 X: 依 概率 收 全 


于 . (2003 年 三 ) 
解 因为 EE(X;) 二 1/2,D(X,)==1/4,1= 二 1,2,…,n, 所 以 样本 


二 阶 和 矩 依 概率 收敛 于 总 体 矩 , 即 了 ,一 一 >) X: 收 全 于 1/2. 


n 


4. I] Xi Xatt Xn 是 来 自 正 态 总 体 No) 的 简单 随机 样 


本 , 是 样本 均值 , 记 
— 1l ; — V) 24 N — X 32 
S= 1 2, X, X)’, S= X: X)’, 
1 < 1 ~ 
Si= T 2 XK, SI 一 元 之 (和 一 


° 321 ° 


则 服从 自由 度 为 2 一 1 的 1 分布 的 随机 变量 是 ( >. 


X— 人 一 X — yu 
(A) t= ————F (B) t= 一 一 一 一; 
S /x n— I 5, V n— ] 
X — o Xop Xi 
(C) (一 = (D) z= ———.. (1994 年 四 ) 
S, ~ n— 1 S, x n— ł} F 
解 yE (B). 由 定理 
a D 
而 SiM n= 
~ n i=] 
_ L S gis $ 
Vn i= 
故 t=(X—u)/ (S, /n—1). 


5. 设 随 机 变量 X MY 相互 独立 , 且 都 服从 正 态 分 布 N(0,3 )， 
WX i X, X. 和 了 Y, Ys 分 别 是 来 = 总 体 X 和 YY 的 简单 随 
机 样本 , 则 统计 量 


U=(X,+X,+--+X)/VYi+YI+-- Y: 
服从 分 布 ,参数 为 (1997 年 三 ) 

B BA X +X,+-- +X, NO,1), YAY +T: +Y — 
XO), M t= X/ /Y/n—t@m), U~). 

6. XiX: X: X, 是 来 自 正 态 总 体 N (0,27) 的 简单 随机 样 
Æ, X=a(X,—2X,)> +b(3X;,—4X,), Mj 4 a= 1/20,b= 1/100 
时 ,统计 量 X 服从 分 布 , 且 自由 度 为 . 

(1998 年 三 ) 

解 “Xi =X-—2X,,X,=3X,—4X,,JlJX1— N(0,20),X;,— 
N (0,100). 4 a=1/20 时 , v a Xi— N (0,1); 4 b= 1/100 时 ， 
Vb X,—N(00,1). FRL X— y: (2). 

7. 设 闵 ,XX，… X, 是 来 自 正 态 总 体 的 简单 随机 样本 ， 

7 一 (X, 二 X 十 … 十 X /6， Y,=(X,+ X,+ X) /3, 
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9 
S=5 XY), Z= VT (Y,—Y/S, 
i=7 


证 明 : 统 计量 Z 服从 自由 度 为 2 的 上 分 布 . (1999 年 三 ) 
证 D(X)=os 为 未 知 ,而 
E(Y)=E(Y,), D(Y)=0/6, D(Y,)=0’/3. 
H Y, 5 Y, 的 独立 性 知 
E(Y,—Y,)=0, DX(Y,—Y,)=a:/6+2:/3=o2/2, 
故 U=(Y,—Y,)/(s/ / 2 )=N(0,1). 
由 正 态 总 体 样 本 方差 的 性 质 知 ,入 三 29 /一 人 2) 
X HY, 5Y, 相互 独立 知 ,Y 与 $ 相互 独立 ,Y, 与 9 相互 独立 ， 
于 是 了 ,一 Y; 也 与 S* 相互 独立 . 从 而 ,由 上 分 布 随机 变量 的 构造 知 
Z= / 2 (Y,—Y,)/S=U/ VX /2~t(2). 
8. UAX RAES SNO, 2), MX ,X,, ,六 1 是 来 自 
adk X 的 简单 随机 样本 , 则 随机 变量 
XI 十 XX 十 … 十 XI 
2(Xi Xt + +X) 
服从 分 布 ,参数 为 ” ___. (2001 年 三 ) 
解 。 随机 变量 Xi 十 X3 十 … 十 Xi 一 和 驴 (10) ,随机 变量 Xi 十 X1!。 
++ Xi, — y2 (5), Er J 


X/m (Xi! 十 XX 十"…* 十 X10)/10 
Z/m XFX T.T X5)/5 
_ Xi+ X; L XD — 
x CPC EXT. XI “009 
9. 设 随 机 变量 X 和 Y 都 服从 标准 正 态 分 布 ,; 则 (  ). 


Y 


(A) X+Y 服从 正 态 分 布 ; (B) X +Y 服从 xX 分布 ; 
(C) X° mY’ 都 服从 入 分 布 ; (D) X/Y 服从 F 分 布 . 
(2002 年 三 ) 


解 ” 选 (C). 因为 X 和 Y RERA, X HY 也 不 一 定 独 立 ， 
所 以 (A)、(B)、(D) 不 一 定 能 成 立 . 


主要 内 容 


当 总 体 的 分 布 形式 已 知 , 但 它 的 一 个 或 多 个 参数 未 知 时 ， 
用 总 体 X 的 一 个 样本 来 估计 参数 的 真 值 , 称 为 参数 的 点 估计 . 

i L IK X Jr fH AA F(zx,0)E I ,0 未 知 DE 从， 从， 为 
来 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,zi,ze，…z 为 一 组 样本 观察 值 . 点 估计 
就 是 要 构造 一 个 适当 的 统计 量 9(CXi, 义 ,;… ,XX,) ,用 它 的 一 个 观察 
[Ë 6(zi,zz，…，,zo) 来 估计 未 知 参数 9 的 真 值 . 0 (X Xar X. PK 
为 参数 9 的 估计 量 , 是 总 体 久 的 样本 XX!, 义 ,,…,X, 的 函数 ; 
Oryz…yz) 称 为 b 的 一 个 估计 值 . 

1. Eiir 

FAFE Æ HE IE 2 S, Pk 3E BJ 18 +T Et , J PE 2 kE BÚ E 22 pR AE 29 Ae 
应 总 体 矩 的 连续 项 数 的 估计 量 , 这 种 估计 方法 称 为 矩 估 计 法 . 

设 总 体 X H Ar A A RON F(x;0, 0z, … ,0;), 其 中 0,,0,, ， 
0, 为 未 知 参 数 . 若 区 为 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 为 
f(r;01,0;，… ,的 ); 若 关 为 离散 型 随机 变量 ,其 分 布 律 为 P{X== 工 ) 
=p(z;0.,0,,-- 0). WW XI, X,, Xn, X 的 一 个 样本 ,和 且 总 体 X 
的 前 & 阶 矩 


十 co 
p=E(X)=| Crig000dz 
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或 p=ECX)= > riplrs00 0) G=1,2,---, Ë) 


r€ Rk; 


存在 (它们 也 是 9.,90,,…,0, 的 函数 ). X Pe E 
A= 1 Yx: 一 一 ~ 入， 
则 令 = A, | (z=1,2, ËF), 
得 一 个 含 上 个 未 知 参数 的 联 立 方程 组 . 方程 组 的 解 91,0,,… ,9 即 
为 01,0;，,… ,0, 的 和 矩 估 计量 . 
2. 极 大 似 然 估计 法 
A k IK X 为 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 P{X=k}= p(x;0,0,， 


… 0.) sb G 为 未 知 参数 , 则 对 于 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 
Xi X, X, FR 


La (O01,0,, ,0;)= JI pC,30,,0.,°. 0) 
为 样本 的 做 然 亢 数 .和 奉 总 体 X 为 连续 型 随机 变量 ,概率 密度 为 
Jf z;0,,0,,:. ,0,), 
则 对 于 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 六) ,和 X, PK 
Ln (O, s0257 r0 = J| fezu0.,0,,--,0) 
JI FÉ A= KS ELSA R S. 
固定 一 组 样本 观察 值 xz ,zx,,… ,x,, 取 60, 使 
L(0)=L(0,,0,, 0.) =maxL O ,0 ,0), 
则 此 时 的 9Czi, zs,…,z,) 称 为 参数 0 的 极 大 (最 大 ) 似 然 估计 和 值 . 
9 (XXX ) 称 为 参数 0 的 极 大 (最 大 ) 似 然 估计 量 . 
3. 估计 量 的 评选 标准 
| (1) 无 偏 性 设 0 二 0(X， ;2 SXVA RAZAO 的 估计 量 ， 
EA E(0)=0 (0€ @) , 则 称 OH 0 的 无 偏 估计 量 . 
(2) 有 效 性 ”车 9; 和 40: 都 是 0 的 无 偏 估计 量 , 若 有 厂 (0)<< 


D(0,) (CEO), MPRI, E 9, 有 效 . 
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(3) 一 致 性 ”车 是 9 的 估计 量 ,如 果 对 任 给 的 e>>0, 有 
limP(|0.(X,,X,, KX )—0|<e}=1, 


则 称 0, 是 9 的 一 致 (相合 ) 估 计量 . 
疑难 解析 


1， 竹 估计 法 的 基本 思想 是 什么 ? 和 矩 估 计量 是 否 是 瞧 一 的 ? 

答 ” 格 里 文科 定理 指出 , 当 2z* 一 ce 时 ,经 验 分 布 函 数 严 *(z) 关 
T +z EJ] Rb TK AA 28 1k 3 T EL 1k a fn PG X. 这 就 使 得 在 大 样本 下 可 
以 用 F; (xz) 代 兰 F(x) 人 研究 统计 推断 问题 的 理论 依据 . 


当 DF» (zx) 代替 (x) 时 ， 总 体 的 原点 矩 同 一 | ztdFCz) 的 个 


~ +e ¿ 
a= | ap; (z 一 二) 对 一 4 恰好 是 样本 的 同 阶 原点 矩 


因此 ,用 样本 原点 抢 代 替 总 体 抢 是 可 行 的 ,这 是 矩 估 计 法 的 基本 思 
想 . 

在 一 般 情 况 下 ,和 矩 估计 不 是 唯一 的 . 如 X 服从 泪 松 分 布 x(4) ,4 是 
未 知 参 数 时 ,可 以 用 玖 (X) 一 人 即 样本 一 阶 原点 矩 代 蔡 总 体 一 阶 原点 
矩 , 也 可 以 用 站 (X) 一 人 即 样本 二 阶 中 心 矩 代替 总 体 二 阶 中 心 矩 ， 

2. 极 大 似 然 估计 法 的 基本 思想 是 什么 ? 它 有 什么 性 质 ? 要 注 
意 些 什么 问题 ? 

E 极 大 似 然 估 计 是 利用 总 体 X 的 概率 分 布 以 及 样本 提供 
的 信息 所 建立 的 求 未 知 参数 估计 量 的 一 种 方法 . 它 建立 在 这 样 一 
种 直观 想法 的 基础 上 :假定 一 个 随机 试验 已 有 若干 个 可 能 结果 4,， 
42 An 如果 只 进行 了 一 次 试验 ,而 结果 4 出 现 了 ,那么 有 理由 
认为 试验 的 条 件 对 结果 4x 的 出 现 有 利 , 即 试验 E 出 现 结果 4 的 概 
率 最 大 . 例如 ,已 知 一 袋 中 装 有 黑 、 白 两 色 球 ,比例 为 9 : 1, 但 不 知 
哪 一 种 颜色 的 球 多 . 现 设 黑 球 所 占 比 例 为 如 ,做 放 回 抽样 下 的 两 次 
随机 取 球 试验 ,每 次 取 一 个 ,结果 两 次 都 取得 黑 球 ,于 是 可 以 认定 ， 
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p =0. 9. X EIN 9, 4 p= 00. 9 时 ,连续 取得 两 个 黑 球 的 概率 为 
(0. 9)2 一 0. 81; M `4 p= 00. 1 时 ,这 时 概率 只 有 0. 01, 显 然 两 次 都 取 
得 黑色 球 对 p= 0. 9 有 利 . 

极 大 似 然 法 的 基本 思想 是 :适当 地 选取 0, 使 样本 似 然 函 数 
L(9) 的 值 达到 最 大 ,也 就 是 使 试验 得 出 结果 Xi S a 和 2 一 za，…， 
X,= xz, 的 概率 最 大 . 

3. 估计 量 的 三 个 评选 标准 各 有 什么 意义 ? 

答 ” 估 计量 的 三 个 评选 标准 各 有 自己 的 意义 ,读者 要 认真 理 
解 . 

无 偏 性 是 指 对 估计 量 96, 有 E(0) 二 9,06E€ @. 因为 E(0) 一 9 反映 
用 0 作为 9 的 估计 时 的 系统 误差 ,所 以 要 求 E(9)==0, 即 要 求 不 存在 
系统 误差 . 也 就 是 说 , 当 用 6 来 估计 0 时 ,6 与 6 真 值 的 偏差 不 是 估计 
量 本 身 造 成 的 ,而 是 随机 误差 造成 的 ,所 以 在 多 次 重复 试验 下 ,有 
E(0)=0. 

无 偏 性 的 优点 是 易于 验证 . 但 不 是 每 个 参数 都 有 无 偏 估 计量 ， 
而 有 时 一 个 参数 又 可 以 有 多 个 无 偏 估 计量 . 

有 效 性 是 对 同一 参数 的 两 个 无 偏 估 计量 进行 比较 而 产生 的 一 
个 标准 , 即 车 9 和 6, 都 是 0 的 无 偏 估计 量 , 而 DC901) 二 DC(0,), 则 称 
0, 比 6, 更 有 效 , 也 就 是 无 偏 估 计 应 是 方差 小 的 为 好 . 特别 是 ,车 有 
一 估计 量 如 ,对 任 一 无 偏 估 计量 9 有 D(C6o) 志 DC0), 则 称 9。 是 0 的 
最 小 方差 无 偏 估计 量 ， 

有 效 性 在 理论 上 和 直观 上 都 较 合 理 , 而 且 容 易 验 证 ,所 以 使 用 
得 较 多 . 

一 致 性 是 在 x 一 co 时 ,有 0, 一 0. 

一 致 性 有 重要 的 理论 意义 与 实际 意义 . Án 充分 大 时 ,0 十 分 
接近 0 的 真 值 . 利用 大 数 定理 可 以 证 明 , 常 用 估计 量 都 满足 一 致 
FE. 如 样本 矩 4, 是 mm 的 无 偏 估 计 , 也 是 jw 的 一 致 估计 ,只 是 有 时 让 
-co 不 易 做 到 . 
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万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


和 矩 合计 法 解 题 的 步骤 是 ;首先 根据 实际 问题 确定 总 体 的 分 布 
写 答 估计 参数 ,再 计算 总 体 矩 与 样本 和 矩 , 令 总 体 矩 与 同 阶 样本 和 矩 相 
SF IS AE TS TF BL. 矩 信 计量 操作 简便 可 行 , 如 能 注意 求 总 体 和 矩 的 
技巧 ,将 更 为 简捷 . 


一 、 矩 估计 的 求法 
例 1 i EK X 的 概率 分 布 为 
x ] 2 3 
P, g 2000) A0} 
其 中 0 为 未 知 参 数 . 现 抽 得 一 个 样本 zi=1,z;==2,z; =1,25k 0 BJ 3E 
估计 值 . 


解 ” 先 求 总 体 一 阶 原点 矩 
E(X)=1XP+2X20Q—0)+3(1—0) =3— 29, 


一 阶 样本 算 5 一 二 (1 十 2 十 1) 一 所. 
由 E(X)=z, EP 3 一 20 一 413 


所 以 9 的 矩 估 计 值 04= 5/6. 
例 2 设 总 体 X 的 概率 密度 为 
K j= pe a. 0<xr<1, 


0, 其 它 ， 
RO 的 矩 估计 量 0 (o<0). 
解 WX, X... X, JE: X 的 一 个 样本 ,和 一 一 > )X, 则 


1 
ECX)=| z+ Dx (1— x) dz 


py l a aring 0 
=00+1)| cz 1D dr= 2 
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所 以 0=2p/ (1— p). 
由 = A), 18 
0=2A,//(1— AD=2X/G(1— 
例 3 AX Ela b] ERASI A ab EJ K ML, Ka 和。 
的 矩 估 计量 . 


解 WX. X. X. EX WERK, X—- DXi 
i=] 


m=E XR) =, 


(b—a) (toy 


w=E(X’)=D(X)+LE(X) | = 17 十 1 
令 = A,=X ,,= LSx mA 
p 2A., 
b—a= V ]2(A,+ At), 
解 方程 组 ,得 


= 4 十 V3(C4; 一 4 和 一 入 十 em —X>:. 


@J4 WüülkX—B(ON,p),.N 5p SRNISAKIX, ,并 o. X, 
为 了 的 一 个 样本 , 求 N,p HEE. 
解 ” 因 为 EC(X)= 二 Np,D(X) 二 Np (1 一 p), 所 以 
ECX )=D(X)+LECR P=NpA— p) +N p 
令 m= A p= A;, 得 方程 组 


| Np, 
1 2_ A72 2 _ 
- 2,X:=N p:+Np(1—p). 
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解 方程 组 ,得 
B 


JS 设 使 用 了 某 种 仪器 对 同一 量 进 行 了 12 次 独立 的 测量 ， 


其 数据 (单位 :mm) 如 下 : 
232. 50, 232. 48, 232. 15, 232. 53, 232. 45, 232. 30, 
232. 48, 232. 05, 232. 45, 232. 60, 232., 47, 232. 30, 
试用 矩 佑 计 法 估计 测量 人 的 真 值 与 方差 ( 设 仪 器 无 系统 误差 ). 
E ”因为 仪 厦 无 系统 旋 差 ,所 以 


0=2=X= 1 XIX =232+ 2 X — 232) 
i=} i=] 


=232 +X 4 76=232. 3967. 
HE 4 Biri LHE B, 估计 方差 ,有 


个 2 _ 1 8 _ +a 2 1 ` V2 
ç n 2 X. Xy 2 a)?— (X—a) 


——w 


o] 12 , ; 
=s Ši 232)2— (232. 3967 — 232) 


= (0. 1819— 0. 1574=0. 0245. 
例 6 XiXe X, 为 总 体 X 的 一 个 样本 , 求 X 的 概率 密 
度 为 下 述 情形 时 参数 的 矩 估计 量 ， 
Gc rh, r>c, 
(1) (=Í (9 未知 ,c EL HI); 
f 0 其 它 * 


1 — (r— ue 

— e A $ Th, 

0 O? O, u HIRA). 
0, 其 它 


(2) e=. 
+e g 
解 (1) ECX)=| Gc rt Vrdr=e T 一 0， 
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—— 


W, S E(X)= X, = 


X—c` 
+e ] 
(2) ECX)=| L re “ohdz= u40, 
二 co 
ECX2 一 | Fxie edr= p+ 20(p+0) 


AS... ,< p 
b= Foe X), p=X TRK: X). 
例 7 设 总 体 民 服从 几何 分 布 G(p) rH Ë 8 P IX= +z) = 
(1 一 六， z 一 1,2,…, 其 中 心 为 未 知 参 数 (0<p<1), 求 的 和 矩 
估计 量 . 
解 ”因为 R=E(X)= J z(1—p)” p 


N u. a 1] 1 
二 一 ( Ë k l>) 二 一 — = — , 
2 q P P p? 


P 
所 以 p=1/X. 
例 8 设 总 体 X 的 概率 密度 为 
Bp 
/Dr e ,Zz>0, 


O, r<0, 
其 中 为 已 知 整数 ,8 为 未 知 参 数 , 求 p 的 矩 佑 计量 . 


十 cc Ë 
解 E(X)=| zz e dz C$ Bz=y) 


= k= LATI) 
“BRI! 2 "YY BI)! 
kk! _&k& 
BR—1)! B8’ 


S E(X)=X ,#8 0 的 矩 估计 量 8= k /X. 
例 9 设 总 体 了 的 概率 密度 为 
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fase, X> 0, 
K 0 l A KEE. 
| n 
解 ECX) 一 | ie "zdzx—0， 


十 co 2 2 fta 
pcx)=| EP ede ue" du 
十 < 
=è f u'e “du =A T (3)= 22. 


— CD 


_ 1 ~ < 
令 X=E(X), B=% 2 XEDA), 
=X, 
则 有 B,=222, 


解 得 0=X, 4 二 
二 、 极 大 似 然 估计 的 求法 
在 建立 了 样本 的 似 然 函数 L(9) 后 ,在 p(x;90} 或 f(x;0}) 可 微 
时 ,可 以 利用 微 积 分 学 中 求 极 值 的 求法 , 令 


d d 
gal O =0 或 qəlnL (0) =0 


CL(9) 与 InL(0) 有 相同 的 极 值 点 ), 即 可 解 得 9. 若 有 多 个 未 知 参数 
0,,0,, Q MS 
KA 
3, 
解 得 Ois Orts Or. 
从 理论 上 说 , 求 得 的 解 只 满足 极 值 的 必要 条 件 , 要 证 明 是 极 
大 , 则 还 应 验证 是 否 满 足 极 值 的 充分 条 件 . 但 一 般 不 考虑 此 项 . 
在 p{zx;9}) 或 f{x;9}) 不 可 微 时 ,只 能 由 定义 来 确定 极 大 似 然 估 
计量 . 
极 大 似 然 估 计 和 和 矩 估计 有 一 条 重要 人 性质, 即 :车 0 是 6 的 极 大 
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m nL= 0 (1—1,2,.*,k), 


L=0 或 


似 然 估计 或 矩 估 计 , 则 g(2) 也 是 g(0) 的 极 大 似 然 估 计 或 矩 估 计 . 
例 10 RAX 的 概率 分 布 为 
X 1 2 3 
Pa g 20 (1—8) (1—08)? 
其 中 9 为 未 知 参 数 . 现 抽 得 一 个 样本 r =l, r= 2, r=, R 0 的 极 
大 似 然 信 计 值 . 
解 ”建立 样本 的 似 然 函数 


3 
LED = || pD = .2(1—0)0. 0:=20(1—0), 
i=1 


取 对 数 , 得 -In (0) =]n2+51In0+1In(1—0), 
求 导数 ,得 lnL(0) =3— 
令 上 式 等 于 零 , 所 以 0 的 极 大 似 然 估 计 值 为 9 一 5/6. 
例 11 Èk X 服从 几何 分 布 CGCp) 分 布 律 为 
P{X=r}= 0p) tp, z=1,2, "1", 
HP p (0 过 pp 过 1) 为 未 知 参数 , 求 p 的 极 大 似 然 估 计量 . 
解 ” 建 立 样 本 的 似 然 函 数 


L(p)= [| api] pp) ", 
r=] ` 


取 对 数 , 得 InL(p)=ninp+t Í| > zi—n)ln(1—p), 
| i=] 


>= =n 
4 d _ n _ = 
求 导数 ,得 al LP) = 


令 上 式 等 于 零 , 所 以 p 的 极 大 似 然 估计 量 p= 二 1/X. 
例 12 X~U(a,b) asb 为 未 知 ,zz，…z 是 一 组 样本 
观察 值 , 求 a,6 的 极 大 似 然 估计 值 与 极 大 似 然 估 计量 . 
解 ”因为 和 ~U(e;b) ,所 以 
1/(b—a), a[b, 
flx;a,b) = 0, Er. 
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取 xa =min(zm,Z-, "t Z), Zn 一 max(ziy Tn), 
WA aTa s Lm Kb. 于 是 ， 以 然 函 数 
1/(6ó—a)", aKos ze b, 
0, 其 它 ， 
M R E RF aS Ta Tm SE 的 任意 a,2, 有 
L(a,b)=1/(b—a)"<1/[z¿, — za J. 
BI Lla, b) E a= xa b= rm RRAK E zo, —za J ,所 以 a,b 
HIRA MAR ei FHE 7 


La,b) -1 


a. 


a= =a, = min T; b= Tm = max zi. 


1= =n << 
a,b 的 极 大 似 然 估 计量 为 
a=minX,, b=maxX.. 
li ISi 


例 13 设 X1, 义 ,，… X, 为 来 自 总 体 X 的 一 个 样本 ,XX 的 概率 密 
度 为 


r=, 
f(z;0, 1) = (0>0),， 
0, 其 它 
求 未 知 参 数 0 M 的 极 大 似 然 佑 计量 . 
解 ”建立 样本 的 似 然 项 数 


_ - N) 一 Ag 
LCr; y0) =0 "e = ° 


H Lis 22st sIn BERRY , y 的 最 大 值 在 
u= zo MİNT rs 3n) 
时 取得 ,此 时 L(p,0) =maxL (py,0). 
代入 似 然 水 数 并 取 对 数 , 得 


InL(C2,0) = —nln0— 2 C2;— zo), 


求 偏 导数 ,得 CS Er D 
令 上 式 等 于 零 , 解 得 
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~ 1 n _ 
= > ,Zi za) 一 之 一 之 ()， 
i=1 


即 wb 的 极 大 似 然 估 计量 分 别 为 =X 0 =X Xo. 

例 14 En 次 独立 试验 中 事件 4 发 生 了 k 次 , 求 事件 4 RE 
的 概率 p 的 极 大 似 然 佑 计量 . 

解 Armeon 为 X 的 一 组 样本 观察 值 ,xX~B(1,p), 其 
分 布 律 为 P{X 一 p77(1 一 p)!*, z=1,2. 建立 似 然 函数 


Lp = [Ie (1— p)" = a-s) -Èn 
取 对 数 ,得 nL (p= Panpt (a— Dz) map), 
求 导数 ,得 Iln) = l > — L ("2s | ; 


SERET MI p 的 极 大 似 然 估计 值 为 5 一 二 >= =s. p 的 
极 大 似 然 估计 量 为 


例 15 设 买 一 NGC o), pd" 为 未 知人 参数 ,zyzzy… 9 T, 是 来 
自 的 一 个 样本 值 , 求 x,o 的 极 大 似 然 估 计 值 和 极 大 似 然 信 计 
量 . | 


解 因为 f(z) 二 一 e223 ,co<xz< 十 co, 所 以 ,其 


V LNO 
似 然 函数 为 
- l Cr) _ n/a ~ $-a?) 
L (u, G) = ——e i = (2ro?°) ` = , 
H V LRO 


取 对 数 , 得 
In L = 2 In2z 2 inc zg 2 (Xi— 14)"， 
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求 仿 导数 ,得 


=X, s= 2, (X, — X). 


i=} 


例 16 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 


. 2 — 1 = nr= ) > 
J (z; o°) weas , z>0, 
求 未 知 参 数 yx 和 o? RKR i EME E. 


解 (1) 建立 样本 的 似 然 函数 


1 SYK) 02755 
L (u |, 2) = (2n0°) NX XA. X S i=] ° 
取 对 数 , 得 
—n n - 1 < 
InL = In2z— Ina — 2 ln X — 5 2, (InX,— 22, 
求 偏 导数 ,得 


3 1 1 S — 
nx W), 


3 1 1x 
nl ta dX 
令 上 两 式 分 别 等 于 零 , 其 解 为 x 和 o 的 极 大 似 然 估 计量 , 即 
~ 1 < — a 1x — 
= 2 InX,=InX, e= 2 (nX;,—InX*. 
(2) HH EX) =e", D(X) =e" (e 一 1)( 见 第 四 章 第 


-一 节 例 24). £ X= E(X),B,= D(X),i8 
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a 
B, =e??t? (e? — 1) =X? (e”—1) , 
解 得 o? EEA 
o’:=ln(l++B;/X’), 
4 的 矩 估计 量 为 


2 
p=In[X:/V Bt Re] | p,=+ XR]. 
i=] 


H17 设 某 种 灯泡 寿命 服从 正 态 分 布 . 在 某 天 生产 的 灯泡 中 
抽取 10 只 , 测 得 寿命 (单位 :h) 为 
1067, 919, 1196, 785, 1126, 936, 918, 1156, 920, 948, 
£ bL Ik X 参数 未 知 , 试 用 极 大 似 然 估计 法 求 该 天 生产 的 灯泡 能 使 
用 1200 h 以 上 的 概率 . 


则 P{X>1200} 一 1 一 P(X<1200} 一 1 一 中- 


1200— 997. 1 
124. 8 
一 1 一 0. 978=0. 022, 
所 以 ,灯泡 能 使 用 1200 h 以 上 的 概率 为 0. 022. 

例 18 为 了 估计 湖 中 鱼 的 条 数 方 , 先 从 湖 中 捕捉 > 条 鱼 ,做 上 
记号 后 放 回 湖 中 . 过 一 段 时 间 后 ,再 从 湖 中 捕 出 5 (>”) 条 ,发现 其 
中 有 上 OLSA IO. 试 以 此 估计 湖 中 鱼 的 条 数 N 的 值 . 

E ”为 了 启发 读者 思维 ,我 们 给 出 下 面 几 种 解法 . 

(1) hiit 

E (X)=rs/N (D 35 |ú W£ $ A 5). 在 只 捕 一 次 的 情况 下 ， 
捕 到 了 + 上 条 有 记号 的 鱼 ,将 它 看 作 一 个 样本 观察 值 . Ç E LK — Bt E 
等 于 样本 一 阶 矩 (原点 矩 ), 则 s/N=:t, TEN 的 矩 估 计量 为 
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-1—g| | =1—@(1. 625) 


N= [rs/t]. 
(2) 极 大 似 然 估计 法 
设 在 捕 到 的 * 条 鱼 中 ,有 记号 的 鱼 数 是 一 个 取 值 为 0,1,2,…,r 
的 随机 变量 X. 
考虑 在 s RAPRA 条 鱼 有 记号 的 概率 ,因为 和 服从 超 几 何 
分 布 ,分布 律 为 
P{X=k}=CCN /Cy, k=0,1,2,.,r, 


故 P{X =t} =C, /cv LN). 


这 里 N 是 未 知 参 数 . 按 极 大 似 然 估 计 法 ,要 找到 N, ELNAR 
k. 为 此 ,考虑 比值 


O LON) _C;Cx:, /2 sa 
L(N—1) Cs Ch- 
CCN- _ (N—r)(N—s) 
ChCh- NCN —r—s++1) 
— Nt— Nr — Ns+r+s 
N2— Nr—Ns+ Nt’ 
显然 , 当 r*< Nt BE, RO(N)<1;3Mrs>Nt RF, RO(N)>1. BJ LCN) E 
N 经 过 rs/t 时 ,由 增加 转 为 减少 , 亦 即 , 当 六 = 时 ,L(N) 取 得 
极 大 值 . 所 以 ,N 的 极 大 似 然 估 计量 为 N= [rs/t]. 

(3) 比例 法 (用 频率 估计 ) 

依 题 意 , 湖 中 有 记号 的 鱼 所 占 比例 应 为 r/N ,而 在 捕 到 的 ;条 
鱼 中 ,有 记号 的 鱼 的 频率 (比例 ) 是 i/s. 由 于 捕 鱼 是 随机 的 ,每 条 鱼 
是 独立 的 ,可 以 认为 ,应 该 有 

r/N=t/s=> N= sr/t. 
m, N 的 估计 量 为 N= [rs/t]. 

三 、 估 计量 的 评选 

估计 量 的 评选 , 即 讨论 估计 量 是 否 满足 估计 量 的 三 个 标准 ,所 
以 ,一 般 可 以 直接 依 无 偏 性 、 有 效 性 .一致 性 的 定义 来 确定 .但 无 偏 
性 是 数学 期 望 ,有 效 性 是 方差 ,所 以 又 可 以 利用 数学 期 望 与 方差 的 
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运算 性 质 来 评选 . 读者 要 注意 灵活 运用 . 
例 19 Kunsa o), X X, X 是 和 的 一 个 样本 ,又 


1 ~ ] 
Ai 一 r DET SX, > Xs = X, XIX: 
人 ~ ] 


=L l X,+ ZX, 


验证 Za peo 3 都 是 7 DEAETE 并 判断 哪个 最 有 效 
E WX, X. X 相互 独立 且 同 分 布 ,有 


， ~ 1 3 l 
所 以 E()=— ET =H, 
P _ 1 1 2 = 
E (u) = 3 u+ 1 Lo H» 


一 1 1 
E (gs) =a 
知 Za > Ho > As 都 是 y kaka X 


^ g? Jv 2 i _ 684 o’, 
Dim) = sta + 1800” 

_ 1 za 25 = 625 2 

= 2 L z? l = 700 a, 
D(p)= 3 +a T 4 = 18007 


k DC) DO cD) , n ARANT 
例 20 WK X— N(u,o2), XI, X,, X, J X 的 一 个 样本 ， 


n—1 f 
试 确定 常数 C, 使 C > AnA 为 o? 的 无 偏 估 计 . 
i=1 
n— 1 
E KER, EEE C) XX | 一 性, 但 
i=] 
n—i n—1 
ECX (XXD =C> LECXH) —2E(XH)E(X) HEX] 
i=] i= ] 


一 2C >) (E(X:)—[E(X)]) 


° 339 ° 


n—1 
52C 2 DOO =2C n10, 


H C= zr 此 时 FHAD AnA Eo 的 无 偏 估 计量 . 
例 21 EX Xa. Š ,X, 是 总 体 六 的 一 一 个 样本 ,验证 估计 量 关 


= OX MW= DaX, (X a=) 都 是 EC(X) 的 无 偏 估计 量 ， 
H EWEX. 


解 E(X)= 二 DECX)=TnE(X)=E(X), 
° n n 


:= 二] 
E(W)= > a ,E(X,)=E(X) > ,a=E(X), 
i=] i=] 
可 知 ,X 与 W 都 是 EC(X) 的 无 偏 估计 量 . 而 


D(X)= 广 DD(X)=nD(X)=D(X), 


Fl 天 1 
== ¿ y = 2 — -一 
DW) DX,) DX) 2 i> DX), 
因为 


(0 一 1D) S 1222 > aaj 2121 (Sat > aiaj) ， 
;二 1 ELTE << 


所 以 ,和 比 W 更 有 效 . 
例 22 W X, X Ü... X, 是 总 体 X~(C0,09) 的 一 个 样本 证明 : 


(1) 0,=2X 5 b= lX, 0 的 无 偏 估计 


(2) 0, E 0, EAA an2). 


1⁄0, 0<z<< 0 
fG)=| x 
10, RE. 
nn F, OLLI, 
o=] 
知 J xo T 0, 其 它 ， 
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wy) Vr -2  ?+0_ 
所 以 E(2X)= aaj z = 0, 


F an -2 二 1 | 有 十 1 _n 
n n+i 


从 而 知 9 和 0: 都 是 6 无 人 估计 量 


~ — — 2 2 
D 38 D(0)=DG2X)= Š 。 (0 一 0) _ 6 


— X w | 一 


12 3n’ 


D lx] = GED- Tl EX) — [EX o) T), 
> _ nr"t! n » 
而 | seo p dz= s , 
所 以 
n+l aH n y f n aZ 
D “Xo |= n? [#20 st a 15: 


`4 22 ,DDS DD ,所 以 0, É, 更 有 效 . 

例 23 设 总 体 久 一 x(24),4 汪 0, 叉 ,及 ,,…, 叉 , 是 三 的 一 个 样 
本 ,证 明 : 

(1) 叉 是 4 的 无 偏 估 计量 ,但 (X)? 不 是 * 的 无 偏 估 计量 ，; 

(2) 义 是 4 的 达到 方差 界 的 无 偏 估计 . 

证 (1) 因为 EC(X;)==E(X)==X,D(X;) 二 D(X) 二 4, 所 以 


y, — 1 < _ l ， 
E(X)=— ZE(X) = 一 nA 二 ， 


故 和 是 1 的 无 偏 估计 . 


EGX=DOO+[ECGO Y= 2 + 222, 


k X: KAR 2 的 无 偏 估 计量 . 
一 般 地 ,如 果 6 是 6 的 极 大 似 然 估计 或 矩 估 计 , 则 g(9) 也 是 
e(6) 的 极 大 似 然 估计 或 矩 估计 . 但 这 一 性 质 对 无 偏 估 计 不 成 立 . 
(2) 因为 
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_ A _, 
piri à) = e ° 
d X 
lnpCr;à)=zlnàìà—à—lnCr!), grea A=, 
x 21 <í <= ° À: _ 
mB) Dli] Z 
D ~ x AT _ 2z A o- ao A Ep 
一 之 Exe 一 2 A x 十 之 ， r” 
À, 


由 E (X )= E(X’) =+}, D(X)=A, 
X 2 A 十 A 
E E k=; |= 大 一 合十 1 一 十， 
e r a S S 
E| [š Inp (>; » | | n ° — 
所 以 , 是 4 的 达到 方差 界 的 无 偏 估 计 . 


例 24 设 总 体 X~~BU,p), 其 中 pp 为 未 知 参 数 ,0 二 pp 二 1 ,Xi， 
X,,-— X, E X 的 一 个 样本 ,证 明 有 XX 是 pp 的 有 效 估计 量 . 
证 因为 PCr;p) 二 p70] 一 p)!“, xX 二 0,1, 有 所 以 
E en0 p 
_ — TTP 
zti -3 p(1—p) 


Xp YO 1 _ _ 2 . 1 _ 
Ea | = pp:(1— ELX py paA— ep) 


DD=DR=p0 -p= E|]. 


m 
X P = X, 
由 克 莱 姆 - 拉 奥 不 等 式 


DO)—1/ [nE] 


HAX Ep 的 达到 方差 界 的 无 偏 估计 ,所 以 是 p 的 有 效 估计 量 . 
例 25 it Xi Xost Xn AXN 0) K — AIEE, YY, 
.,Y, Y~ NG HANERE, AEAT SS 分 别 为 它 
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Anp (lz;0) J 
| 


们 的 样本 方差 .证 明 : 对 于 任意 常数 ua,p(a 十 2 一 1),Z 一 aS; 十 6bS? 
都 是 c 的 无 偏 估计 ,并 确定 a, 的 值 ,使 D(Z) 达 到 最 小 . 
证 因为 
E(Si)=0, EGS} =o, 


(n, — 1) 


mD G3 y(n —1), SX Cm1), 


g? 
且 相 互 独立 ,所 以 


D(S:i)= D(S2)= 


og pe 

(2 一 1) (n, —1) | 

在 a 二 b= 二 1 BF, E(Z)=aE(St) LECS = oa, iX Z 是 天 的 无 但 个 
H. 

a b° 


D(Z)=D(aSl+bSD=| 十 
7 一 ] 7 一 ] 
_ [ a (1—a)2 1, , 
= T+ n,— 1 jz 
dD(Z) ,ff 2a 2(1—a) 
da =20 Ees na — 1 | 
令 上 式 等 于 零 ,并 由 a 与 5 的 对 称 性 ,得 
n — 1 b= n,— i 
I atn?’ 十 ns 一 2 
DZ) „| 2 2 
又 由 da? = 2g tzl] 
知 , 所 确定 的 a,b 值 能 使 D(Z) 达 到 最 小 ,此 时 
Z= Lo — DSG —1511 
具有 最 小 方差 . 


例 26 i S IK X 的 一 阶 矩 和 二 阶 和 抢 存 在 ,分 布 是 任意 的 . T 
E(X)= ,D(X)=oa,É# KJ 48 X 515X 是 ~， 与 ec 的 


矩 估 计量 , 问 :它们 是 否 是 w 与 -的 无 偷 估 计量 ? 
解 因为 
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EX)=E[lT DX,|=T > EX) = 
所 以 耿 是 的 无 偏 估计 量 . 
1 < Fn? 
E|, R] 


=> F| SIAD KR— /| 


` 


t= 1 


=1 ` 一 Ap2 一 2 (X: — wW) (X — tn X p 

E| 2, X, p) 2 p ptn | 
l TS _ CY y 

= E| D Xp nX — p’ | 


G°, 
n 


=A [DDA apo ]= ee = 


ml SOL X RE o 的 无 偏 估计 量 ,由 于 


. n— 
lim 
rim Cx> 


ari AR E = 的 渐 近 无 偏 估计 量 


BE, WPF S= HADA 


E(S)=E| n ADR | 


n— 1 r= 1 


n Ix < 二 n n—l ,_ 3 
= ISX = y e, 
E| + > O ) - 


n— 1 n— l 
所 以 ,样本 方差 是 o 的 无 偏 信 计量 ， 
例 27 RX Xo X k X—N(m,s BJ — TE YY, 
a Y, E Y—N Ga, D M — E 28, BUPER ABS HF, n, a 为 未 
知 参数 . 
(1) 求 参数 jp 一 pz 的 一 个 无 偏 估 计 ; 
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(2) HEBR: S$ =al (X-X) + ,CY 一 了 )? | 是 o° 
的 无 但 估计 . 


解 (1) 因为 E(X)=E E| 7 >x 


= mas , 


EP)=E| > Dr. 一 元 ma 一 各， 
所 以 E(X—Y)=E(X)—E(Y)= m —g, 
B X—Y 是 参数 jy 一 js 的 无 偏 估计 量 . 


(2) 因为 >D XX = (m—1)S?, 


i=} 
> (Y,—Y)2= (ns— 1)S; 9 
i=] 


其 中 ,91 为 X, D ETLE Xn 的 样本 方差 , S; 为 了 YY 的 样本 
方差 , 且 


E[S XR) |= m DESH =m 1), 
¿= ] 

E| D2)(Y:—¥)’ ]= (ns— DESH = (ns—1)0’, 
i=] 


HA E D AR + YYY |= G +m — 2, 
W E(Sky)= o? , BẸ S$ E o” HJ An E. 

例 28 设 买 | ,和 和 FEE X—N(0,a2) (°> 0) — 4-#EFE# , 
E: o= > 271X,1 E a 的 无 偏 估计 . 

证 先 计算 ECIX,|), 有 


IÉ! e eA, dr = 2| x aQ q > 


E(X: D= -去 | .3 f 


+ / 
= /2o[ ete] | -2o 


sm -nma 


即 oc 是 o 的 无 偏 估计 量 . 
例 29 RX, X, X, 是 总 体 U(0,9) 的 一 个 样本 ,证 明 :0， 


一 2X 种 六 = 一 Xw 是 0 的 一 致 估计 ， X. = max (X; ). 
证 HË 22 A 
人 ~ ~ g? 
E(0,)= 0, DO) 一 357， 


~ - 0 
E(0,)=0, DO) = nE’ 
依 契 比 雪夫 不 等 式 , 对 任 给 的 e>>0, 当 2*~co 时 ,有 
pe, ) 0 
P í| 0,—0|>e=)<  3ne2 O, 
P DÔ 0° 
P (|0,—012>e= < Æ “alint 2)e2 <t 


例 30 IFI E0=0,=0(X,,X,,- , X.) 0 的 估计 量 , 满 足 
limE[(0, 一 0)*] 一 0, 证 明 :0, 是 9 的 一 致 估计 量 


证 EAEn Pibo aoci ia 


Pi ô, —0 >= | p f.G)4z< | < -人 


请 (CCD)dz 


|z 012 
+ ° 
If a orad etc 
由 limE[ (0,—0)2]= o A,limP (18, —0 >e} =0, Ep 0, 是 9 的 一 至 


fiir E. 
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例 31 设 总 体 X~U(1,0), 求 6 的 矩 估 计量 0, 并 证 明 6 是 0 的 
一 致 佑 计量 . 
证 RHO 的 矩 估 计 . 因为 XX 的 概率 密度 函数 为 


1 (8—1 3 1 0, 
fz) = / ) LIL 
0, RE, 


HL e 二 E(X), 得 9 的 矩 估 计量 0 一 2 又 一 1. 
1 十 6 


x. EKX)= > EK) ==, 


有 E(0)=E(2X—1)=2E(X)—1=1+0—1=8, 
所 以 ,0 是 9 的 无 偏 估 计量 . 


又 D(X)==D(X)= 


< 


所 以 五 (X) 一 


(0—1)° 
1l2n 


所 以 又 是 2 的 一 致 估计 量 . 


令 g(X) 一 2X 一 1， n g=] = =0. 因为 g(X) 在 二 “连续 ， 故 


CY =2X— ETEY =0 的 一 致 估计 . 

例 32 设 对 总 体 叉 ,E( 叉 ) ,D(X) 存 在 , 义 ,, 义 ,，,…, 久 ,是 双 的 
一 个 样本 ,证 明 : 样 本 均 信 叉 一 二 >)X 为 总 体 均值 E(X) 的 一 致 无 
偏 估计 量 . 

证 因为 

EX)=E| LSx =L DE(X)=E(X), 

所 以 ,和 总 是 已 (X) 的 无 偏 估计 量 . 

又 由 契 比 雪 夫 大 数 定 律 知 ,对 任意 s>>0, 当 nc 时 ,有 
故 芭 是 五 (X) 的 一 致 佑 计量, 从 而 X 是 EC(X) 的 一 致 无 偏 估计 量 . 


533 设 抽 得 和 是 X~77(C0,9) 的 一 个 样本 , 试 证 明 0 二 2X， 
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f 0,= X, 都 不 是 9 的 一 致 估计 量 . 
证 因 E(91) 一 2E(X1) 一 2X "7 =0, 0, 是 9 的 无 偏 估计 
又 因 EGQ)=E(X0= “= 0, 3, 是 9 的 有 偏 估 计 . 
对 于 任意 的 e 汪 0, 因 为 |90. 一 9|= 二 |2X, 一 91, 所 以 |2X 一 90| 实 e 
等 价 于 2X, 一 90>e 和 2X, 一 9 之 一 e, 即 
X = (c+ 0) /2> 0 #l X <0—e/2. 


P(|0,—0|)>e = P 2x,—01 >09 =| _ fG)dz 


2x, — 0| 
(0— e) /2 1 


° 1 
= faon pizt], gdr 
=" — 0 (nn—o0). 
类 似 可 证 0, 也 不 是 2 的 一 致 估计 量 . x 
通过 上 述 例题 可 以 看 出 ,一致 性 的 证 明 方法 比较 多 ,可 以 依据 
定义 直接 讨论 lim0, 或 者 limP{10 一 90| 之 e) ,而 解 题 的 技巧 就 在 对 
P{19 一 91 之 e} 的 处 理 上 ;也 可 以 用 身 比 雪夫 不 等 式 证 明 , 这 时 要 
求 出 D09); 在 存在 随机 变量 序列 的 情形 ,还 可 以 用 大 数 定律 来 证 . 
读者 要 学 会 判别 条 件 ,选择 恰当 的 方法 进行 证 明 . 


第 二 节 区 间 估 计 


主要 内 容 


用 以 一 定 的 概率 包含 9 的 真 值 的 区 间 来 估计 未 知 参数 的 方法 
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称 为 区 间 估 计 , 所 得 到 的 区 间 称 为 置信 区 回 . 

设 总 体 久 的 分 布 F(zx;0) 中 含有 未 知 参 数 9. 对 于 给 定 的 a 值 
(0 过 a<<1) , 若 存 在 和 X 的 两 个 统计 量 =X Xt X) I 0= 
OCX X231 Xn) ,使 得 

P{0CX1, Xs, ,KX,) OLOKX Xa Xn) )} 一 1 一 a， 

则 称 随机 区 间 (0,0) 为 9 的 置信 度 为 1 一 a 的 双 侧 置信 区 间 .9 和 6 
分 别称 为 9 的 置信 度 为 1 一 a 的 双 侧 置信 区 间 的 置信 下 限 和 置信 上 
限 ,1 一 a REER. AREE 

PPOCX XXX)<O 一 1 一 
或 P(0<0(X,,X,,- ,X,))=1—a, 
则 称 随机 区 间 (2, 十 ce) 或 (一 co,0) 为 2 的 置信 度 为 1 一 “ 的 单 侧 置 
信 区 间 .0 和 6 分 别称 为 单 侧 置 信 下 限 和 单 侧 置 信 上 限 . 

一 、 单 个 正 态 总 体 均值 与 方差 的 区 间 估 计 

X~N (u, ), XX2 Xn AX 的 一 个 样本 ,X 和 S? 分 别 为 
样本 均值 与 样本 方差 . x 

1. 均值 的 置信 区 间 X~N(py,0) 

(1) ə' a I BF , X — N 
N(0,1), 则 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


g TF G 
Z, , X +——“ | ° 
= /2 /2 


Zi 是 标准 正 态 分 布 的 上 a/2 分 位 点 . 

:| 一 

(2) co 未 知 时 ,选用 估计 量 了 s 
度 为 1 一 a 的 置信 区 则 为 

Ttan DX 


` ` X H 
: U = 一 一 一 一 
选用 信 计 量 =i 


Ë 


x 


—t(n—1),Wj e 的 置信 


S 


n 


及 一 ta/2 (n— 1) . 


(3) 估计 4 时 ,样本 容量 ”的 确定 . 
车 o? 已 知 ,要 求 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 长 度 不 超过 4， 
- 349 ° 


Mj n (2 Z, / DF. 
Eo 未 知 ,而 n SC KHT, Bj hAth os, Mn ZaD. 
2. HÉ 的 置信 区 间 


E 未知, 选用 估计 量 X*:= 


度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
| (2 一 1)9  Gn—1)S | 
Xs n—1) ' Yl L (n—1) l 


OZD seny (n1), M o 038 f 


车 pz 已 知 ,利用 o? 的 极 大 似 然 估计 是 2 一 二 >)(X 一 /9 得 or 
的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


ZK ZK 
Xi nn) ° Kann) | 

二 ,两 个 正 态 总 体 均 值 差 与 方差 比 的 区 间 估 计 

1 两 个 正 态 总 体 均值 差 的 区 间 估 计 

IK X ~N Csi), WARY ~N (s02) X iX, …， X, R X 的 
一 个 样本 sY, Y2, °°. Y, j Y 的 一 个 样本 . X,Y JT Sri, S; 分 别 是 X， 
Y 的 样本 均值 和 样本 方差 . | 

(1) o,o JEE NI, WXY 是 mm 一 A BJ fW h iF, X — Y — 
.选用 估计 量 
X-Z m-e) Ne0,1), 


V or/n 十 G5/722 


则 pu 一 js 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


(x- Y—Z a/2 N cI/n + o; /n, ,X—Y+Z, /2 V a? Jn, ol fn, ° 
(2) ot=c;= o° ,ÍB ° HI, Hh iF B 


cX — — Cpa pH) —t (mn. 十 ?7 一 2) 9 


Sw N I/n + 1/⁄n; 


Of o; 
N| hsa h, 


U = 


T = 


° 350 ° 


其 中 

(m—1)Si 二 + (ns—1)S2 
nN 十 ns 一 2 | 

则 £i — 2 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


(XTFF (mtn, — 2)S, V l/m + 1/no) ° 
(3) ciso 未 知 , 但 为 大 样本 情形 , 则 Am 一 pz 的 置信 和 度 为 1 一 “ 
的 近似 置信 区 间 为 


[7 一 ZNM St/m+Si/n X-F +Z, V SL/m+Sl/m] ' 
2. 两 个 正 态 总 体 方差 比 的 置信 区 间 
和 一 No 了 一 NO 62) Xi X250 Xn H X BJ — j 
KY Yo Y, 为 了 的 一 个 样本 ,S#,S; 分 别 为 两 样本 的 样本 方 
Æ , H1» H204 ,Ga3 均 未 知 . 选用 估计 量 
F = = ~ F (n, — 1,n, — 1), 
则 ci/cz 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
So  _ 
S;F, En —1,n,—1) '`S;F,_. I —1 „sna — l); 


Sw = 


疑难 解析 


1. 什么 是 区 间 估 计 ? 有 了 点 估计 为 什么 还 要 引入 区 间 佑 计 ? 

答 ” 用 以 一 定 概率 (1 一 a) 包 含 真 值 9 的 区 间 来 估计 未 知 参数 
的 方法 称 为 区 间 估 计 . 点 估计 是 利用 样本 值 求 得 参数 9 的 一 个 近 
似 值 来 估计 未 知 参数 09, 但 不 知 近似 的 精确 程度 和 可 信 程度 ,因此 
哩 有 一 定 参考 价值 ,但 毕竟 实用 意义 不 大 . 区间 佑 计 则 通过 两 个 统 
计量 9 和 06, 确定 了 一 个 随机 区 间 (2,9) ,使 得 该 区 间 内 包含 真 值 6 
的 概率 不 小 于 1 一 a. 区 闻 估 计 不 仅 提供 了 9 的 一 个 估计 范围 ,还 给 
出 了 估计 的 精度 与 可 信 程度 , 有 广泛 的 实用 意义 . 
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2. 置信 和 度 1 一 a 的 意义 是 什么 ? 

E 置信 度 有 两 种 理解 方式 . 

对 于 一 个 置信 区 间 (2,0) 而 言 ,1 一 c (0 之 a 过 1) 表 示 可 信 程 
度 , 即 随机 区 间 (9,0) 中 包含 未 知 参数 9 的 概率 不 小 于 事先 设 定 的 
l~a. 

对 于 区 间 估 计 的 设计 而 言 ,1 一 a 又 表示 在 样本 容量 不 变 的 情 
况 下 ,在 反复 抽样 所 得 到 的 全 部 区 间 中 ,包含 6 真 值 的 区 间 不 小 于 
100(1—a) %. 

一 般 地 ,1 一 a 值 越 大 ,由 样本 值 所 得 的 区 间 (9,0) 覆 盖 0 的 置 
FERA. 而 (0990) 的 长 度 越 小 ,又 反映 估计 9 的 精度 越 高 . 在 一 
定 的 情况 下 ,精度 与 置信 度 不 可 能 兼 得 . 建立 区 间 估 计 理 论 的 著名 
统计 学 家 Neyman 提出 的 原则 是 , 先 照 顾 可 靠 程 度 , 即 置信 和 度 优 于 
精度 ERE P I0<0<0)=1—a 的 前 提 下 ,使 精度 尽 可 能 地 高 . 

3. 进行 区 间 估 计 的 一 般 步 又 有 了 哪些 ? 

答 ”区间 估计 的 一 般 步骤 如 下 . 

(1) 根据 实际 问题 的 条 件 , 确 定 未 知 参数 的 一 个 们 计量 2Z= 
ZX Xat Xn D ,不 含 0 外 的 其 它 未 知 参数 , 且 2 的 分 布 已 知 . 

(2) 对 于 事先 给 定 的 置信 和 度 1 一 a,; 确 定常 数 a, b, B 
Pta<Z(X,,X;,, X n; ;0)<b)=1—a. 

(3) kipa a< Z(X,, X, ,:: , X, /0)<b 等 价 的 不 等 式 0 二 0 一 
6, 则 (9,0) 即 为 所 求 的 9 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 和 区间. 

事实 上 ,使 P{a 二 2 (Xi X: ,六 ,;0) 二 5} 二 1 一 a 的 数 a,6b 有 
无 穷 多 组 ,所 以 置信 区 间 是 不 唯一 的 . 但 一 般 总 是 选择 对 称 形式 或 
近似 对 称 形式 的 置信 区 间 , 这 是 为 了 计算 的 方便 . 

4. 怎样 评价 两 个 正 态 总 体 下 区 间 估 计 的 结果 ? 

x ”对 于 两 个 总 体 均 值 差 的 区 间 估 计 , 若 (9,0) 包 含 数 零 , 可 
以 认为 两 个 总 体 的 均值 没有 大 的 差异 ;车 置信 下 限 大 于 零 , 可 以 认 
为 x 大 于 x; 若 置信 上 限 小 于 零 ,可 以 认为 A 小 于 te 
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对 两 个 正 态 总 体 方差 比 的 区 间 估 计 , 若 (2,2) 包 含 1, 可 以 认为 
两 个 总 体 的 方差 没有 大 的 区 别 ; 若 置信 下 限 大 于 1, 可 以 认为 af 大 
于 c2; 右 置信 上 限 小 于 1, 可 以 认为 ci 小 于 az. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


对 于 实际 问题 求 参数 的 区 间 估 计 , 首 先是 要 认真 分 析 问 题 的 
条 件 , 确 定 恰当 的 估计 量 ,选择 好 区 间 估 计 的 形式 ,然后 直接 计算 
即 可 ;其 次 是 分 清 问 题 是 单 侧 置信 区 间 还 是 双 侧 置信 区 间 ,以 便 确 
定 用 a 还 是 a/2. 

一 .单个 正 态 总 体 均 值 与 方差 的 区 间 估 计 

例 1 已 知 某 地 幼儿 的 身高 服从 正 态 分 布 . 现 从 该 地 一 幼儿 四 
的 大 班 抽查 了 9 名 幼儿 , 测 得 身高 (单位 :cm) 分 别 为 115,120,131， 
115,109,115,115,105,110. 设 大 班 幼儿 身高 总 体 的 标准 产 c 王 7 
cm, 在 a 二 0.05 下, 求 总 体 均值 4 的 置信 区 间 . 

2 -2 > \ _ XA 

解 已 知 o 一 7 ,选用 信 计 量 U 一 -二 

Zo0zs 二 1. 96, 所 以 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 


,又 1 一 9,Z 一 115， 


7 7 
115 一 1. 96 X —— ,115+1. 96 X 一 一 | 一 (人 (110. 43,119. 57). 
V9 V 9 


例 2 设 和 方差 为 1, 样 本 容量 ”一 100,z 一 5, 求 4 的 置信 度 为 
0. 95 的 置信 区 间 . 


解 2 一 100, 是 大 样本 . 由 中 心 极限 定理 有 ,RX~N(p,0/n), 
所 以 选用 估计 量 U. e 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


l 1 _ 
5—5 X1. 96,5+7gX1. 96| = (4. 804,5. 196). 


例 3 从 一 大 批 电子 管 中 随 机 抽取 了 100 只 ,抽取 的 电子 管 的 
平均 寿命 为 1000 h. 设 电子 管 寿命 服从 正 态 分 布 , 均 方 老 a 一 40， 以 
置信 度 0. 95 求 出 这 批 电子 管 平均 寿命 wp 的 置信 区 同 . 
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解 o 已 知 ,选用 估计 量 U. X. na =100,c=40,z=1000,Z cs 
=1. 96, FFA u 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 


40 40 
Xx1.96,1000 二 一 一 一 X1. 96 
v 100 v 100 


= (992. 16,1007. 84). 
例 4 为 了 估计 产品 使 用 寿命 的 均值 x 和 标准 差 c, 测 试 了 10 
件 产品 , 求 得 Z=1500,5 一 20. 若 已 知 产品 使 用 寿命 服从 正 态 分 布 
NC) Rh u Ao 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 和 区间. 
E (1) o 未知, 选用 估计 量 了 = ~ y r= 
1500,S=20,n=10,t Ís (9) = 2. 2622, PTV = B 38 ë BE 28 0. 95 的 
置信 区 间 为 


1000— 


20 
1500—— = X2. 2622, 1500+- x2. 2622 
v 10 v 10 
= (1485. 7,1514. 3). 
一 


(2) 4 未 知 ,选用 估计 量 交 二 和 ~X (n—1). Xn=10,S 


= 20, X. as (9) =19, Xe.975 (9) = 2.7, 所 以 a 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置 
fa K E A 


9X400 9X400 
19 °? 2.7 


例 5 设 炮弹 的 速度 " 服从 正 态 分 布 ,抽取 9 发 炮弹 试验 , 测 得 
样本 方差 3: 一 11, 求 炮弹 速度 v 的 方差 0 与 标准 差 o 的 置信 和 度 为 
0. 90 的 置信 区 间 . 


解 未 知 , 选 用 估计 量 X“= ~X (n— 1). Xn=9,S? 
=11,¥? (8) =15. 507, X? s (8)=2. 733, PTA o 的 置信 和 度 为 0. 90 


的 置信 区 间 为 


(9 一 1)X11 (9—1)X11) _ 
15.507 ° 2.733 | 


o 的 置信 度 为 0. 90 的 置信 区 间 为 
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一 (189. 47,1333. 33). 


e ps 


(5.675,32.199); 


| /49 一 1) 久 11 /(9—1)X11 | =(2. 382,5. 674). 
15.507 ”? 2. 733 
Blo 设 制 造 某 种 产品 每 件 所 需 时 间 服 从 正 态 分 布 , 现 随机 记 
录 了 5 件 产品 所 用 工时 :10.5,11,11.2,12.5,12.8. 求 wk 的 置信 度 


为 0. 95 的 单 侧 置信 上 限 . 
B o RA EME T= renla). 又 二 5, 工 二 


11. 6,S: 二 0. 995,1o.0o5 (5 一 1) 二 2.1318, 所 以 4 的 置信 和 度 为 0.95 的 
单 侧 置信 区 间 为 
0,11. SHX. 1318| = (0,12. 55). 

故 4 的 置信 和 度 为 0.95 的 单 侧 置信 上 限 为 12. 55. 

注意 ,此 时 的 置信 下 限 不 一 定 取 一 ,可 视 问 题 确定 . 如 本 题 ， 
因 工 时 无 负 值 , 故 取 置 信和 下限 为 零 . 

例 7 从 自动 机 床 加 工 的 9 个 零件 中 测 得 零件 的 平均 长 度 ( 单 
位 :mm) 为 21.4. 设 零件 长 度 服 从 正 态 分 布 , 求 零件 长 度 的 均值 x 
的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 如 果 :(1) a ==0.15; (2) c RA. 
入 一 克 


Xp 


sf n 
n==9,Zo os =l. 96, E VJ # 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 
0.15 0.15 
21. 4—1. 96X 21. 4+1. 96 X — 
V9 V 9 
一 (21. 302,21. 498). 
(2) o RA RAHE T= Ea. X Z=21.4,n 


=9,S =S ,to.02s ( 8 ) = 2. 306, Ff J £ 的 置信 庶 为 0. 95 的 置信 区 间 
为 


21. 4—2. 306x $21. 4+2. 306x > . 


@J8 求 上 题 中 零件 长 度 (单位 :mm) 的 方差 we 的 置信 和 度 为 
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0. 95 的 置信 区 间 . 如 果 :(1) y= 二 21. 42;(2) u RK. 
解 O) E MH, oÍ: 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


Ë (X,— p) > (X,— 2° 
i=1 =] 


Xs/2 (n) , Xian (n) 


可 以 算得 , > (X, — u)’ =0. 2636, M Xi ozs (9)=19. 023, X8 Ís (9) = 
i=} 


2.7, 则 a 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 


l: 0. 2636 
19. 023” 2.7 


(2) yy 未知 时 ,oi 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 

(n—1)S? (n—1)S2 ` x 
Xa (n— 1)’ Xian (n—1) 
Xb ozs (8) =17. 535 , Xê s (8) =2. 18, Br Uo 的 置信 度 为 0. 95 的 置 
信 区 间 为 


| = (0. 0139,0. 0976). 


(17.38 2. 18| 
17.535 2.18 上 

例 9 设 9 E AX ~N u, EIEE, ， X... , X, 的 方 
35 , ya 均 未 知 , 问 ;a,6 (0 过 a 之 5) 为 何 值 时 ,oa 的 0. 95 的 置信 区 


a| P <S | 的 长 度 最 短 ? 
解 因为 @ DS tai), 
所 以 P| DS < e < |=0 95, 
而 4 未 知 时 ,o? 的 置信 区 间 的 长 度 为 
[一 | 去 一 十 | 07D, 
又 P| DS <t DS P(e < 


b 
=| /f(y)dy= F(b)—F (a) 
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(CCy) 是 入 Cn 一 1 的 概率 密度 函数 ). 
要 使 ! 达到 最 小 ,利用 求 极 值 方法 得 


r! =| -5+5 
令 上 式 等 于 零 , 解 得 广 一 CO 
再 对 (5) 一 f(a) 二 0 求 关 于 a 的 导数 ,得 


FF (po)P —F'(a)=0, BẸ KOT — fla) = 0=> b = 


(n—1)S’, 


fla) 
f(b)’ 


M =a E, BI 3 a,b W 8 OSO) = af (a) 时 ,区 间 


a= DSt CD 
b 


最 短 . 


例 10 RRX- Ne EN o=o, RIE u 的 置信 和 度 为 1 
一 a 的 置信 区 间 长 度 不 大 于 /, 问 :应 抽取 多 大 容量 的 样本 ? 


解 W 言 度 为 1 一 a 的 置信 区 


BJ CX, n，2o2) ,所 以 区 间 长 度 为 
[= 2Z,nG V n. 
要 使 * 委 2ZwzcoM n , 则 应 有 
V n >2o Z. ， 即 x= (2cj2Z.,/1):. 

HIL XiX: Xn 是 总 体 X~ NG) 的 一 个 样本 ,Am 
均 未 知 , 求 关于 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 的 长 度 /! 平方 的 数 
学 期 望 . 

E Ee 未知 时 ,选用 估计 量 T= 
度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 

(X Ftal n — 1) SA n), 

置信 区 间 的 长 度 为 


一 a 
~~t — l1), 的 置信 
Sn O 0 


[= 2ta (nO—1) ° SKN n. 
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天 (12 一 民 [4t2 (Ca 一 1) 。 S/n]J= tn an—1) . ECS?) 


4 2a 
w táp (n—1). 
例 12 X X: X, E A IK X— N(u,1)BJ— TF K, u 未 
知 , 要 得 到 4 的 一 个 长 度 不 超过 0. 2、 置 信 度 为 0. 99 的 置信 区 间 , 样 
本 容量 至 少 应 为 多 大 ? 


;所 以 4 的 置信 和 度 为 1 一 o 的 置信 区 


AA FZM n ). 
由 1 一 a 二 0. 99, Zaz: =Zo 005 =2. 576 知 , 置 信 区 间 的 长 度 为 
[=2Z,,/ n =2X2.576/ / n. 
要 使 / 志 0.2, 则 应 有 nn 宇 (2X2.576/0. 2)”, B 


5.15212 _ 
> | 663. 5776. 


所 以 ,样本 容量 至 少 应 取 664. 

例 13 在 测量 反应 时 间 中 ,一 心理 学 家 估计 的 标准 差 是 0.05 
(单位 :s). 为 了 以 0.95 的 置信 和 度 使 他 对 平均 反应 时 间 的 信 计 的 误 
差 不 超 过 0. 01 s, 问 :应 取 多 大 的 样本 容量 ? 

解 ” 以 了 X 记 反应 时 间 , 则 y=E(X) 表 示 平 均 反 应 时 间 ,S = 
0. 05; 当 2 充分 大 时 ,有 


n 


_ X— 


SM 
故 要 求 样本 容量 满足 
— | 又 一 pr — 0.01 n 
P{|X— e| 0.01;5 Pi Sn 0.05 905 上 0. 95. 


由 Zo. 025 = 1.96, 得 


Sna ~ OX], 96=9. 8==-x>96. 04, 
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二 、 两 个 总 体 均 值 差 与 方差 比 的 区 间 估 计 

两 个 总 体 问题 在 生产 、 科 学 技术 及 管理 上 都 有 较 广泛 的 应 用 . 
解 题 的 方法 是 :认真 分 析 具 体 问 题 的 条 件 ,选择 适当 的 估计 量 , 熟 
练 运用 公式 ,正确 进行 计算 .注意 运算 的 技巧 ,以 使 解 题 过 程 更 为 
简捷 . 

例 14 设 超大 牵 伸 纺 机 所 纺 纱 的 抗 拉 强 度 X 一 Nm 2.18 )， 
普通 纺 机 所 纺 纱 的 抗 拉 强度 了 ~N (jy,1.76”). 现 对 前 者 抽取 一 容 
E n =200 的 样本 ,对 后 者 抽取 一 容量 二 100 的 样本 . 经 计算 ,得 
z= 二 5. 32, y=5. 76. 3R m — u 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 . 

解 ci,c; 为 已 知 ,选用 估计 量 U. KA n =200,n:=100,0= 


_ — 2 gË g? g? 
2. 18?, c= 1. 76, r= 5. 32, y=5. 76 .所 十 至 一 0. 0547, | 二 十 一 
M. ny HS Ny 


一 0. 234, 所 以 ,mm 一 Am 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 则 为 


2 2 2 2 
-zw |24 RYH Za pra 
M M? ni n 


= (—0. 44— 1. 96X0. 234, —0. 44+ 1. 96X0. 234) 
一 (一 0. 899,0. 0186). 
例 15 随机 地 从 A 批 导线 中 抽取 4 根 , 又 从 B 批 导数 中 抽取 5 
根 , 测 得 电阻 数据 (单位 :0) 为 
A 批 :0. 148, 0.142, 0.143, 0.137, 
B #k.0.140, 0.142, 0.136, 0.138, 0. 140. 
设 A 批 电阻 X~NCnyc),B 批 电阻 Y 一 NGC ya) ,两 个 样本 相互 
独立 .又 ma 均 未 知 , 求 后 一 As 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 闻 . 
E i= = a, IH o: 未 知 , 选 用 估计 量 了 .经 计算 ,= 
0.1413,y=0.1392,St=8.25X10 ,Si=5.2X10™*,Sw=2. 55X 
107? sto. 025s 《4 十 5 一 2) 二 2. 3646. 所 以 ,yx 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 


间 为 
— S / 1 ] 
X—Y-Ft.x (ni +n,—2)5w 141] 
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= (0. 0021 干 2.3646X2.55X10-3X0.67) 

一 (一 0. 002,0. 006). x 
由 于 jp 一 jp; 的 置信 区 间 包 含 零 , 可 以 认为 两 个 总 体 的 均值 无 明显 
差异 . 

例 16 为 了 估计 磷肥 对 农作物 增产 的 作用 ,选取 20 块 条 件 基 

本 相同 的 土地 ,其 中 10 Bebe BE ,另外 10 J: AS PG pe BB. 测 得 再 (1 
Bi =10000/15 m2) 产 量 ( 单 位 :kg) 如 表 7.1 所 示 . 设 两 种 情形 的 亩 
产量 均 服 从 正 态 分 布 , 且 方 差 相 同 , 试 对 两 种 情形 下 平均 亩 产量 之 
差 作 出 区 各 估计 (ce 王 0. 05). 


37.1 
J B4 BË 620 570 650 600 630 58O 570 600 600 580 
不 施肥 560 590 560 570 580 570 600 550 570 550 


解 以 X 记 施 磷肥 的 亩 产 总 体 , 以 了 记 不 施 磷肥 的 亩 产 总 体 . 
of 三 02 二 0 ,但 of 未知 ,选用 估计 量 T. 
nl 二 10， n,=10, tooxs(10 十 10 一 2) 一 toox(18) 一 2. 1009, 


+= 600, > (r: — x)= (n; —1)Si=6400, 
i=] 


y=570, > (Oy —y)2=(n,—1)S;=2400, 
i=1 


Sw = ki [m —1)S?+ @,—1)S; J/ ni +n,—2)=22. 111, 
V l1/n + 1/n,= 0. 447, 


所 以 pu 一 py 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


(XYFi Gi n 2) Sy VY 1 /n+ 1/m| 
一 (30 于 2. 1]009 X22. 111X0.447)= (9. 236,50. 764). 
可 见 , 施 磷肥 土地 的 平均 谓 产 高 于 不 施 磷肥 的 土地 的 平均 再 产量 . 
例 17 生产 厂家 与 使 用 厂家 分 别 对 某 种 染料 的 有 效 含量 作 了 
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13 次 与 10 次 测定 ,测定 值 的 方差 分 别 为 Sf==0. 7241 ,S52 二 0. 6872, 
设 两 厂 的 测定 值 都 服从 正 态 分 布 ,其 方差 分 别 为 of 和 co , 试 求 方差 
HE ci/e; 的 置信 和 度 为 0. 90 的 置信 区 间 . 

f Ea 和 js 未知 情形 的 区 间 估 计 , 选 用 估计 量 F. 因为 n= 二 
13, n: = 10, S? = 0. 7241, S2 = 0. 6872, Fo os (13—1,10—1)= 
Foos(12,9) = 3. 09, Fo ss (12, 9) = 1/Fo.o5 (9, 12) = 1/2. 8 = 
0.3571, 所 以 ,oi/o2 的 置信 和 度 为 0. 90 的 置信 区 间 为 

S? S? 
S23Fo Í| (12,9)  SšF, | s (12,9) 
由 于 置信 区 间 包 含 1, 可 以 认为 两 总 体 的 方差 没有 大 的 差 开 . 

例 18 ”从 甲 、 乙 两 厂 生产 的 鞋 电池 产品 中 分 别 抽出 一 批 样品 ， 
测 得 著 电 池 的 电荷 量 (单位 ;:A.h,1A.h=3.6kC) 如 表 7.2 所 
示 . 设 甲 、 乙 两 工厂 的 蓄电池 的 电荷 量 分 别 服从 正 态 分 布 和 一 
N (1,062), Y ~N (2,03). Ñ: 

(1) 电荷 量 的 方差 比 of/oi 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 ; 

(2) 电荷 量 的 均值 差 (j 一 jp) 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 


( 设 g? = g$) 


= (0. 29,2. 95). 


HJ ]44 141 138 142 141 138 143 137 


LGT 142 143 139 140 138 141 140 138 142 136 


解 x=140.5,y=139.9,SI=2.563,S;=2. 183. 

(1) m,y 均 未 知 ,选用 估计 量 F~F(n 一 1,ns 一 1). 义 ni 二 8， 
ns=10,Fo 0(7,9)=4.20, F695(7,9)=1/F,o.0s(9,7)=1/4. 82= 
0. 2075, 所 以 ci/e; 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


2, 5632 2. 5632 
2 1832>X4. 20 2. 1832 X 0. 2075 


由 于 置信 区 间 包 含 1, 可 以 认为 两 个 总 体 的 方差 相等 ,没有 明显 的 
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= (0. 328,6. 642). 


差异 . 
(2) oi 二 02 二 0 ,但 未知, 选用 估计 量 T~iCni 十 ns 一 2). 又 


71 一 8,72 一 10， ~N l/n +1/n,=0.474, 


Sw= vV (7X2.563:+9X2.183:)/16=2.357, 
所 以 a — > 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 


(和 —Y Ftan(ni tno —2)Sw V 1/n + 1/n,) 
一 (0. 6F}2. 1199XX2.357X0.474) 一 (一 1.768,，2. 968). 
由 于 置信 区 间 包 含 0, 可 认为 两 个 总 体 的 均值 没有 大 的 差异 . 
例 19 设 总 体 叉 ~ 和 NG,o),Y~N (py) ,其 中 jp,p 已 知 ， 
otf,02 A Nl. 从 总 体 X MY 中 分 别 抽取 容量 为 am 和 zz 的 样本 , 且 两 样 
本 相互 独立 ,证 明 ; 方 差 比 oi/o2 的 置信 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
| E ot/o} 


| 
F a (nı sna) Fi-a ns72) 


其 中 中 一 一 >) (Xa), =EN (7 一 po) 
l i=] 2 i=l 


DK, m)? > (Y,— u) 


证 因为 二 全 和 (一 Ca) 
1 . 


O; 
X (ni) X Cn) AA R Zü sz ,所 以 fk F 分 布 定 义 , 有 
/se 


2 2 
cij o2 oz01 


~F (n, sno) ti 


T2 e2 
016; 
BOO P| Pm SS ECF m,n) |=1—a, 
0201 
—2 /一 2 2 —2 /—2 
即 s di Fl 
< — < = 。 
F a2 Cn: »721 ) g? Fian n,,n,) 


于 是 of/oi 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
| o/o of/o3 
Fa (Noon) Fla Nzn) 
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第 三 节 ”关于 总 体 比例 的 估计 


主要 内 容 


在 一 些 实 际 问 题 中 ,经 和 常 需 要 估计 总 体 中 含有 某 种 特征 的 个 
体 占 总 体 全 部 个 体 的 比例 . 这 种 在 一 总 体 中 具备 某 个 特征 的 个 体 
占 总 体 全 部 个 体 的 比例 称 为 总 体 比例 ,用 p 表示 . 

总 体 比 例 问 题 实际 上 是 一 个 二 项 分 布 问题 . 

1. p 的 点 估计 

É X—B@, p) M p 的 点 估计 p== 叉 /n. 

2. p 的 区 间 估 计 

根据 中 心 极 限定 理 , 当 n 一 oo 时 ,p~N(p,p(1 一 p)/n). 以 p 代 
$ p 48 p 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 (近似 ) 置 信 区 间 为 

(Zaa Vp lp)/n,ptiZa pl—p)/n). 
3. 估计 总 体 比 例 p 时 ,样本 容量 的 确定 
当 和 置信 和 区间 长 度 为 :时 ,应 有 
npa p) (22,/0)7. 
AHOSKA pA PK14, Anan D. 当 p 接近 于 1 或 0 
时 , 取 适 当 的 下 限 或 上 限 po A 
n p (1— po) Zan/ D, 

34 n<35 时 ,应 适当 放大 . 

4. 两 个 总 体 比 例 之 差 的 估计 

设 有 两 个 总 体 X 和 Y ,各 有 Ni 和 入 SAE, HN, 和 NN; 都 很 
大 ,pi 和 ps 分 别 为 和 和 了 的 总 体 比 例 . 符 从 X 和 Y 中 分 别 抽取 
和 nn; 个 个 体 ,而 mV/Ni Mn/Na 都 很 小 ,其 中 所 含 某 种 性 质 的 个 体 
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比例 分 别 为 Di A pa 
non, 很 大 ,而 pi,pi 不 接近 于 0 或 1 时 ,pi 一 ps 的 抽样 分 布 
近似 服从 正 态 分 布 , 且 
K= pi — Pz, e= p ,(1— pi) /nt p:(1— p;) /ns, 
Pi 一 pz BJ Bë FF 8 1— ca 的 置信 区 间 为 


(bı— pe FZ b(1—bi)/n +b:G1— pb) /ns). 
疑难 解析 
什么 是 总 体 比例 问题 ? 


答 ”在 一 个 总 体 中 ,具有 某 个 特征 的 个 体 在 总 体 中 所 占 的 比 
例 称 为 总 体 比 例 , 如 : 某 年 级 学 生 中 女生 的 比例 , 戴 近 视 镜 学 生 的 
比例 ;企业 中 有 学 位 职工 的 比例 ; 某 产品 中 次 品 的 比例 ; 某 小 区 住 
户 中 有 太阳 能 热水器 住户 的 比例 ;等 等 . 

总 体 比 例 问题 可 以 视 为 二 项 分 布 问 题 . 即 把 具有 特征 当 作 “ 试 
ERN”, W X~B a, p). 当 n 很 大 时 , 依 中 心 极限 定理 ,有 

(KF—np) Mnpll—p)~N 0,1), 
这 样 ,就 可 以 利用 区 间 估 计 的 理论 了 . 
大 样本 下 的 区 间 估 计 可 以 妇 结 为 此 类 问题 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


求解 本 节 习 题 的 关键 是 确定 总 体 与 所 讨论 的 总 体 比 例 p， 
然后 按 公 式 进 行 计 算 . 
例 1 某 印 染 厂 在 配制 一 种 染料 时 ,在 40 次 试验 中 成 功 了 34 
次 , 求 配制 成 功 的 概率 p 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 
解 ” 总 体 是 试验 的 分 布 ,p 是 成 功率 . 
已 知 n 二 40,p 二 34/40,2o.02s 二 1. 96, 所 以 p 的 置信 和 度 为 0. 95 
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的 置信 区 间 为 


34 _ 34. 6 ag 34 34. 6 
341 o6 6 10,3441. os 88.8 |o) 


= (0. 7393,0. 9607). 
例 2 某 单 位 工会 准备 组 织 一 次 旅游 ,为 此 调查 了 100 名 职 
工 . 设 调查 是 随机 的 , 且 职 工人 数 远 远大 于 100 人 ,调查 结果 显示 
有 22 人 支持 , 试 求 支持 率 p 的 置信 度 为 0. 99 的 置信 区 间 . 
解 ” 因 为 p 的 点 估计 为 p= 二 k/n 二 0.22, 又 


V pl—p)/n= V0.22X0.78/100 一 0. 0414, 
而 Zo 二 2.575, 所 以 ,p 的 置信 和 度 为 0. 99 的 置信 区 间 为 
(0. 22 干 0. 0414X 2.575)= (0. 1134,0. 3266). 
例 3 某 纺 纱 女 工 看 管 800 个 纱 锭 ,抽查 女工 30 次 ,每 次 1 
min , 共 接 头 50 次 . 求 : 
(1) 每 分 钟 断 纱 次 数 X 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 ; 
(2) 每 分 钟 断 纱 率 之 的 置信 度 为 0. 95 B W Jë P lal. 
解 (1) 因为 断 纱 次 数 了 一 x(4), 即 EC(X)= 二 4,D(X)==4. MX 


一 二 > \X,, 所 以 有 E(X)=A,D(X)=2⁄n. 
n :二 1 


因为 n 很 大 , 依 中 心 极 限定 理 可 以 认为 ,XX 一 N(4,4/n) ,所 以 
P{(|X—A| NM àÀ/n<Zani ~ia, 


解 得 a =F Z, F2 VnX+Z,/4D2, 


BJ X 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 (4; ,4;). 
由 于 nn 二 30,n 工 二 50,260zs 二 1. 96, RA Zk 48 À = 1. 25, À; 
一 2. 20,#k X 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 (1. 25,2. 20). 
(2) 因为 为 很 小 ,= 一” pp, 所 以 由 题 (1) 的 结果 算出 
Pbi= A /n=1.25/800, pz=ù:/n=2. 20/800, 
JE p 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 
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(1. 25/800,2. 20/800)= (0. 00156,0. 00275). 
例 4 设 总 体 基 ~ 一 8(1,p), 其 中 pp 未 知 ,0 二 p 过 1 ,XI1,XX,，…， 
X, AX 的 一 个 样本 . 求 n 很 大 时 ,p 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 和 区间. 
解 ” 因 为 E(X)==p,D(X)= 二 p(1 一 p),n 很 大 时 , 依 中 心 极限 
EHM, X~N(p:pA—p)/n), Bi 
(X—p)KPA p) /n~NCO,1), 
所 以 p 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


= |X1—X) 一 IX(1—X 
2 ,2 d- Ji 


例 5 设 总 体 X 服从 指数 分 布 e(1) ,概率 密度 为 
人 工人 0， 
0, 其 它 ， 
其 中 4 汪 0 为 未 知 Titta 为 总 体 X 的 一 个 样本 (2 很 大 ), 求 4 
的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 . 
解 ” 因 为 EC(X)==1/4,D(X)= 二 1/X, 依 中 心 极 限定 理 , 当 很 


f(z)= 


大 时 ,有 
Tr—1/A ° ) 并 一 ] ° 
——  — N (0.1), BP ~N(0,1), 
1/A vn) 1/ V n 
Az—1 
所 以 P| EE <2) =1—a 


得 4 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
((1—Zo /vy n )/ xz, +Z.,,/ n )/ T). 

例 6 根据 经 验 , 用 船 装运 玻璃 器 严 的 损坏 率 不 大 于 5%%. 现 要 
估计 某 船 玻璃 器 JL 的 损坏 率 ,要 求 估 计 与 真 值 不 大 于 5% ,在 置信 
度 0. 90 下 ,应 取 多 大 的 样本 验收 ? 

R ”要 求 估 计 与 真 值 不 大 于 5% , 即 要 求 在 置信 和 度 0. 90 下 置 
信 区 间 长 度 的 一 半 不 大 于 0. 05. 因为 

p=0.05, /=0.10, Zou 一 1. 64, 
所 以 ”nn 宇 0. 05X (1—0.05)X (2X 1. 64/0. 10) =51. 1. 
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应 取样 本 容量 为 n= 二 52 进行 验收 . 

例 7 某 公司 为 了 推销 产品 ,需要 估计 有 轿车 的 家 庭 在 当地 住 
尸 所 占 的 比例 ,并 希望 估计 误差 不 要 超过 5% ,要 求 置信 和 度 为 0. 95. 
若 估 计 ( 由 经 验 得 出 )p 不 超过 0.35, 问 :应 抽 多 大 容量 的 样本 ? 

解 因为 置信 区 间 长 度 

/一 2X0.05 一 0.1， Zu 一 1.96， p=0.35, 
所 以 n0. 35(1—0. 35) (2X 1. 96/0. 12 =349. 59, 
应 取样 本 容量 为 2 一 350. 
# p 不 能 居 计 , 则 由 n= 二 (2Zwz/L) ,得 
n> (1. 96/0. 1)’= 384. 16, 
n] JK n= 385 , 32 #& 3852350. 

例 8 某 市 为 了 决定 是 否 建设 高 架 通道 ,随机 调查 了 5000 + 
市 区 居民 和 2000 个 郊区 居民 ,分 别 有 2400 个 和 1200 TRR. 斌 在 
置信 和 度 0. 90 下 , 求 市 区 和 郊区 居民 赞成 人 数 比 例 之 差 的 区 间 信 
计 . 

解 ” 赞 成 人 数 的 点 估计 为 :郊区 pi =1200/2000=0. 60, 市 区 
Ps 二 2400/5000 二 0. 48. pi 一 pz 的 点 估计 pi 一 ps 二 0.12, 所 以 pi 一 
p: 的 置信 度 为 0. 90 的 置信 区 间 为 

(0. 12 干 Zuus VO. 6 X 0. 4/2000+0. 48X 0. 52/5000) 
一 (0. 1084,0. 1316). 

例 9 某 企 业 对 本 单位 职工 的 出 勤 进行 统计 ,从 早 班 职 工 中 随 
机 抽查 了 50 人 ,其 中 全 年 满 勤 的 有 40 人 ;从 中 班 职 工 中 随机 抽查 
了 40 人 ,其 中 全 年 满 勤 的 有 32 人 . 求 :在 置信 和 度 0. 95 下 , 早 . 中 班 
职工 满 勤 比率 之 差 的 区 间 估 计 . 

解 满 勤 比率 的 点 估计 为 : 早 班 一 40/50 一 0. 8 ， 中 班 p= 
35/40=0. 875. pı— p: 的 点 估计 为 

b i— p = 0. 8—0. 875= —0. 075. 


P11~—pi) /n + b:(1—2p;)/n; 


一 V0.8X0.2/50 十 0.875X0. 125/40 
= V0. 0032 十 0. 0027 =. 077. 
所 以 pi 一 ps 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 
(一 0. 075—Zo.o25 X 0. 077, —0. 075+ Zo.025 X 0. 077) 
一 (一 0.075 一 1. 96X 0. 077, —0. 075+ 1. 96X0. 077) 
= (0. 225,0. 076). 


硕士 研究 生 入 学 试题 分 析 


一 、 本 章 考 试 雪 求 

1. 理解 参数 的 点 估计 、 估 计量 与 估计 和 值 的 概念 ;了 解 估 计量 
的 无 偏 性 、 有 效 性 (最 小 方差 性 ) 和 相合 性 (一 致 性 ) 的 概念 ,并 会 验 
证 估计 量 的 无 侦 性 . 

2. 掌握 矩 估计 法 (一 阶 、 二 阶 扰 ?和 最 大 似 然 估 计 法 . 

3. 掌握 单个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 置信 区 间 的 求法 . 

4. 掌握 两 个 正 态 总 体 的 均值 差 和 方差 比 的 置信 区 间 的 求法 . 


二 、 本 章 重 点 内 容 

(一 ) 点 估计 

1. 设 总 体 X 的 概率 分 布 为 
X 0 1 2 3 
P: E 20(1—90) g? 1—20 


其 中 0 (0<0<1/2) ERAMA A. FAA X 的 如 下 样本 值 :3,1， 
3,0,3,1,2,3. 求 的 和 矩 估 计 和 极 大 似 然 估计 值 . (2002 年 一 ) 
解 E(X)=0X60--20(1—0)+20 + 3(1—20)= 3—490, 


z= (3+1+3+0+3+1+2+3)=2, 


HEE, SEX) =r, 443 —40=2, Hr A 0 的 和 矩 佑 计 值 
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0=1/4. 
由 样本 构造 似 然 函数 
L(0)=0 + [2001—0) (1—20):=4F(1—0)° (1 一 20) ， 
InL(0)=I]n4+ 6[n0+2In(1—0)+ áIn(1—020), 


2 
dinr(b)=6 — 2 8 _ 6—280+240 


1—0 1—26 0GQ—0G0—20 
令 上 式 等 于 零 , 解 得 
_ l _ 1 
n=l J13), 0, + V13). 


STEE, FO 的 极 大 似 然 估计 值 为 


2. ii IK X 的 概率 密度 为 
6z(0—<x)/0, OLIT, 
f=] 0, tE, 
入 1 D ETELE sX n 是 取 H M K X 的 简单 随机 样本 . 
(1) 求 9 的 矩 佑 计量 0; 


(2) x 9 的 方差 D(0). (1999 年 一 ) 
解 (1) E(X)=| ` rf(z)dzr= K =, 


ax=1lix, += X,4800086TFER80=2X. 
i=) 
_ [2 6z:(0—zx), _60 
(2) E(X =| 全 dz 一 5 ， 


D(O(X)=E(X2)—[E(X)J:=0/20, 


ph)=D(2X)=4D(X)=4X D(X) =60/5. 


3. i D IK X 的 概率 密度 为 
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(0+1)z?, 0<z<<1， 
æ=] 0， EE, 
其 中 2 一] 是 未 知 参 数 DE X (|... , X, 是 来 H S K X 的 一 个 容量 
为 n 的 简单 随机 样本 ,分 别 用 甜 估计 法 和 极 大 似 然 估 计 法 求 6 的 佑 


计量 . (1997 年 一 ) 
_ [+= ô+] 
解 D E(X)=| +) rdr= 5, 
A 四 _ l - ” ~ 2X 一 ] ` 
“£ E(X)=X= ” 入 Xi 得 0 一 ] 一 去 ;是 9 HB IB IFL E. 


(2) 作 似 然 函 数 


一] 


0 
wo- (Ie) 0<z<1, 


0, 其 它 ， 
取 对 数 ,得 InL(0)=nln(1+0) +0 > nx, 
i=] 
2 d 71 - 
求 导 ,得 qn O= gyt 2 Inz, 


令 上 式 等 于 零 , 解 得 9 一 一 1 一 n/ > lnr, PEO 的 极 大 似 然 估 计量 
4. 设 菜 种 元 件 的 使 用 寿命 X 的 概率 密度 为 


ft O z>, 
0, 其 它 ， 
其 中 89>0 JK MHZ, ME Ti Z ° sn J: X 的 一 组 样本 观察 值 ， 
求 参数 9 的 极 大 似 然 估 计 值 . (2000 年 一 ) 
解 ” 似 然 蚂 数 为 


L(0)= L(x Tos] En ; 0) 


_ 2 Ta 
a a È> | 9 X20 (1=],2, 3n), 


0, RE. 
34 r 0 (一 ]，2，…， ,22) 时 , 民 (O) 盖 0, 取 对 数 , 得 
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In L (0) =nln2— 2 > ， (zx;—0). 
i=l 


AW SIn LO =2n2>0, Bf 1 8 L (0) 88 838 Jil. 


HFA E W E 0=<_ x; (1=1,2," n) , EE 214 0 取 >, 9 T2939""" Tn 
中 最 小 值 时 ,LC9) 取 最 大 值 ,所 以 9 的 最 大 似 然 估计 值 为 


0 一 min (ri |. Í"... Ln). 
s. 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


p (z, 2) -| 7 之 0, 其 中 *>0 未 知 ， 
0， RE a> 0, 8 SX. 
据 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 各 X... Xa RA 的 极 大 似 然 信 计 
量 . (1991 年 四 ) 
解 ” 似 然 函 数 


LAJ =a" | Ha)” e, z>0, 
其 中 A> 0 RA. 当 r; > 0 G=], 2,1" ,2 时 ,了 (人 ) 盖 0, 取 对 数 ,得 


MLA) =nlnAtnlnet Ga— Dln( Ta) +C— 2) 222, 
i=1 i=l 
d n < 
> „í —In L (A) =—-— z» 
求 导 , 得 1 2 


令 上 式 等 于 零 , 解 得 和 一 zj/ >=). 
6. 设 随 机 变量 1 ,XX ，… X, 相互 独立 且 同 分 布 ， 
y_ 1x ，。 l SA y F _ 
X= 2 X: s= 1 2 Xx, D(X)=ð, 


则 SC ). (1992 年 四 ) 
(A) 是 o 的 无 偏 估 计 ; (B) 是 o 的 最 大 似 然 估 计 ; 
(C) 是 c 的 一 致 估计 ; (D) 是 与 到 相互 独立 的 . 
ig 选 (C). 因 为, 设 X~N (p00), 则 


B, = A,— — Ai Pg pat) =h — pa 
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=EF(X°)—[E(X) =ø, 


, 1 n O a n 1 nt _ 
We Xy= l, 22 X] 


n P 
一 —— B, 一 一 0 ， 


n—i 
BIS 一 >o, 所 以 S 是 的 一 致 佑 计量 
7. WEE X KHARE H 
2e 2:0, r0, 
. Jf z)= 0, r<, 
KPIS 是 未 知 参数 ,从 总 体 中 抽取 简单 随机 样本 Xi XXn, 
记 0=min (Xi,X,, ,X,). 
(1) +O S K X 的 分 布 水 数 F(x);， 
(2) 求 估 计量 9 的 分 布 函 数 Fi C); 


(3) 如 果 用 9 作为 9 的 估计 量 ,讨论 它 是 否 具 有 无 偏 性 . 
(2003 年 一 ) 


解 (1) 由 定义 知 
+ 一 人 人 一 全 
Fa) =| 2e 0d | € ° => B, 


O, +<. 
(2) F¿Gz)=P(0<<x)=Pimin(X,,X,,-- XL} 
=]1—P {min (X,X,X) >r} 
=] —P{ X >r} P{X;>rpe P(X, >r} 


] —e7 7-8) ， >90, 
-ID 一 Pa] 一 | 
0, r8. 


(3) 9 的 概率 密度 为 


| 9 e 2n(z—0) ， >90, 
fia) =F a=] É t 


0, +=, 
而 E(0)=| x ，2ne-zc-odz 一 0 十 tg, 
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所 以 ,估计 量 9 不 具有 无 偏 性 . 
8. 设 总 体 X 的 分 布 函数 为 
1—1/zf, x>1, 
0, Sl, 
HARMER >L, X X2 X, 为 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样 
本 , 求 . 
(1) 8 的 矩 估计 量 ; 


F (z; B)= 


(2) B 的 最 大 似 然 佑 计量 . (2004 年 一 ) 
解 X 的 概率 密度 为 
BII, zr>l, 
Fap =] 0, r<. 
D E(xz)=| zidz 一 BT og = X, = 
š 8 的 矩 估计 量 为 8 一元- 


(2) 作 似 然 函 数 


34 r,>1 (G=1,2;, n)BF , A 


B" / (mz Ta zs) tl, r>], 
0, RE, 


InL(8)=nln8—(8+1) > ,Inzi 
i=] 


d n - 
> ,1 TA =- [ i9 
求 导 ,得 rL OSG DInz | 
d 
令 qant P= 0, 
得 B=n/ X inz: 
i=] 


k 0 的 最 大 似 然 估计 量 为 Bn/ > lnx: 


9. 设 随机 变量 X 的 分 布 范 数 为 
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1—(e/z)?, z>a, 
. 0, ra, 
其 中 参数 a> 0,82>1.W X, X,, X, 83 B S IK X B s. EB HL 
样本 ， 
(1) 当 a=1 时 , 求 未 知 参数 B 的 矩 估 计量 ，; 
(2) 当 a==1 时 , 求 未 知 参 数 8 的 最 大 似 然 佑 计量 ; 
(3) 4 08=2 HJ RREA a 的 最 大 似 然 估 计量 . 


F(z;a,B)= 


(2004 年 三 ) 
解 设 LiTr Z, J L IK X 的 一 组 样本 值 . 
(1) 当 a==1 时,X 的 概率 密度 为 
BA[ rz r>], 
zi 有 一 | 0, zl 
则 ponj. dr= Fe |， 
+=X, =. 8 8 WASH 3 8— e 
(2) 34a=1 时 ， MRES 
É" /(z iz; z, 1, >l, . 
D= 0, <1, 1 =],2,;" ,NN. 


4 >l BF, L(0)>>0. 取 对 数 、 求 导 , 得 
[inL C8)Y = [alng (8+1) 2;1nz, | =n/8— 2 Inzi. 


+ LO =0, 解 得 B=n/ > lnr, 故 8 的 最 大 似 然 估计 量 为 


p-n/ X, Inz 
(3) 4 p=2 时,X 的 概率 密度 为 
20 /=, r>a, 
feza = | 0, TQ, 
其 似 然 函 数 为 
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¿=]1,2, n. 


ZO a) a Ti DG 

0, r, 

`d za 时 ,a 越 大 ,L(a) 越 大 , 故 a 的 最 大 似 然 估计 量 为 a= 
minX, Xz, Xn). 
(二 ) 区 间 估 计 

1. 设 一 批零 件 的 长 度 服 从 正 态 分 布 N(y,o), 其 中 ,0 均 未 

知 . 现 从 中 随机 抽取 16 个 零件 , 测 得 样本 均值 -二 20( 单 位 :cm), 样 

本 标准 差 $==1 Cm), M e 的 置信 和 度 为 0. 90 的 置信 区 间 是 ( ). 


(A) | 20— ts (16) 20+ os (16) | $ 


(B) | 20— ta (16), 20471 (16) 


4 
(C) | 20— tss (15) 20- ts (15). ; 
(D) [20— h a(15),20- h (18) | (2005 年 三 ) 
解 ” 选 CC). 因为 按 题 设 ,单个 正 态 总 体 在 方差 未 知 时 ,均值 
的 置信 度 为 a 的 双 侧 置信 区 间 为 
_ 8 _ s 
X 一 a/2 — , X a/2 —1) ° 
| Dt 


故 选 (C). 

2. 已 知 一 批零 件 的 长 度 叉 (单位 :cm) 服 从 正 态 分 布 N (py,1)， 
从 中 随机 地 抽取 16 个 零件 ,得 到 长 度 的 平均 值 为 40( 单 位 :cm)， 则 
u 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区 间 是 . (2003 年 一 ) 

解 当 噬 已 知 时 ,w 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 和 则 为 
(X—s/ / n Zan, X + o/ V n Za). $ a2= 1, X = 40, 7 一 16， 
PC. 96)=0. 975 代 和 人 得 置信 区 间 为 (39. 51,40. 49). 

3， 假 设 0. 50,0. 80,1. 25,2. 00 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样 
本 值 ,已 知 了 ==lnX 服从 正 态 分 布 N(p,1). 

(1) RX 的 数学 期 望 E(X)( 记 EC(X) 为 5); 

(2) SR u 的 置信 和 度 为 0.95 的 置信 区间 ; 
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(3) 利用 上 述 结果 求 6 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 


(2000 年 三 ) 
解 (1)Y 的 密度 函数 为 
fe A, —co< yc. 
N 
作 代 换 1 二 y 一 ,可 得 
十 ce 2 
b =E =E=] eve 0A dy 
元 J -= 
= | etre ed | 
Y 2R -~ 
+ ° 1 ,2 
=e] e 《zf 一) 247 一 ex+L2. 
oo PAs 


(2) 置信 和 度 0.95, B9 a=0. 05, FT D, Zoo =1. 96. H +f Y~ 
N(g,1/4), E A e BARA 0. 95 的 置信 区 间 为 
(F F1.96X1/ / 4 )=(Y—0.98,Y+0. 98). 


xE Y=-- no. 5 十 ln0. 8 二 lnl. 25 十 ln2) 一 十 In1 一 0， 


故 参数 4 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 (一 0. 98,0. 98). 

(3) H e” 的 严格 单调 增加 ,可 见 2 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 
间 为 (e™" er). 

4. 设 由 来 自 正 态 总 体 X~N(Cn,0. 9 的 容量 为 9 的 简单 随机 
样本 ,得 样本 均值 zx 一 5, 则 未 知 参 数 Aw 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 
间 是 . (1996 年 四 ) 

解 ” 方 差 o 二 0.9:,n 二 9,X 一 5, 所 以 4 的 置信 和 度 为 0.95 的 置 
fa K EA 
Sn 
查 表 知 ,Zu os 一 1.96, 所 以 置信 区 间 为 (4. 412,5. 588). 

5. 设 总 体 世 的 方差 为 1, 根 据 来 自 X 的 容量 为 100 的 简单 随 
机 样本 , 测 得 样本 均值 为 5, 则 X 的 数学 期 望 的 置信 和 度 近 似 等 于 
0. 95 的 置信 区 间 为 . (1993 年 四 ) 
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XF Laj? = GFZ). 


解 方差 a2=1,n=100,z=5,Zoos= 1. 96, Fr U / RJ Ra Ez 
近似 等 于 0. 95 的 置信 区 间 为 


— G 
rr Z 
| Sn “° 


近 但 是 因为 总 体 X 分 布 未 知 ,在 大 样本 (之 50) 下 可 以 认为 近似 
服从 正 态 分 析 . 

6， 从 正 态 总 体 N(3.4,6) 抽 取 容 量 为 n 的 样本 ,如 果 要 求 其 
样本 均值 位 于 区 间 (1.4,5. 4) 内 的 概率 不 小 于 0. 95, 问 :样本 容量 n 


一 [5 干 击 X1.96 = (4. 804,5. 196). 


至 少 应 取 多 大 ? (1998 年 一 ) 
E UX 表示 样本 均值 , 则 二 ~N(0,1), 从 而 
6/Vn 
P11.4<X<5.4)=P1í(—2<X—3.4<2) 37.3 


=P (|X—3.41]<2) 
-P| L, 


1. 28 


1.96 | 0.975 
—=2@( V n /2)—1 2. 33 
—0. 95. 


HOC n /30. 975, 查 表 7. 3 知 V n /3 之 1.96, 于 是 na 之 (1. 96 X 
3) 一 34. 57, W n=35. 

7. 在 天 平 上 反复 称 量 一 重量 为 2 的 物品 ,假设 各 次 称 量 的 结 
果 相 互 独立 且 服 从 正 态 分 布 N (a,0. 22). EUX, 328 n 次 称 量 结 
果 的 算术 平均 值 , 则 为 使 

Pt(|X,—al<0.1)>0. 95, 

n 的 最 小 值 应 不 小 于 目 然 数 . (1999 年 三 ) 

a ”这 是 一 个 求 样本 容量 的 问题 .因为 0.95 一 1 一 c, 所 以 wa 
0. 05. 而 

(又 ,一 ao) /of V n )= N (0.1), 

故 区 间 长 度 为 


2>x c, n X Z; aa s 0. 1X< 2, 
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从 而 得 / xn >(2X0.2X1.96)/0.2=3. 92, W n=16. 
8. 设 总 体 的 概率 密度 为 


et“, = r0, 

JG 0) = | 0， ”车 zxz<0， 
m XiX: , X, 是 来 B i IK X 的 简单 随机 样本 , 则 末 知 参数 0 的 
矩 佑 计量 为 . (2002 年 卷 三 ) 


解 ECX)=| ze- az 
=| (z—0)e ` —az+0| “2dz( 分 部 ) 
一 一 (2 十 1)e m? |, =80-+1 ; 


即 和 一 二 > Xi 一 0 上 1, 所 以 0 的 矩 估计 量 为 


~ ] ~ 
9 一元 之 大 一 1 
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第 八 章 假设 检验 


第 一 三 ” 正 态 总 体 均 值 的 假设 检验 


主要 内 容 


假设 检验 问题 是 统计 推断 的 另 一 类 重要 问题 . 在 总 体 分 布 函 
数 未 知 或 只 知 形式 不 知 其 参数 的 情况 下 ,为 推断 总 体 的 性 质 而 提 
出 某 些 关于 总 体 的 假设 . 假设 检验 就 是 根据 样本 得 到 的 信息 ,对 提 
出 的 假设 进行 判断 :确定 接受 还 是 拒绝 假设 . 

一 、 假 设 检验 的 基本 概念 

1. 假设 检验 的 基本 思想 

假设 检验 使 用 的 是 概率 反 证 法 思想 . 先 对 检验 对 象 提出 某 个 假 
设 , 然 后 根据 抽样 结果 ,利用 小 概率 原理 作出 拒绝 或 接受 假设 的 判断 . 

2. 假设 检验 的 基本 步骤 

处 理 参数 的 假设 检验 问题 的 步骤 如 下 : 

(1) 根据 实际 问题 的 要 求 , 提 出 原 假设 五 。 和 备 择 假设 Hi; 

(2) 给 定 显著 性 水 平 a 以 及 样本 容量 n; 

(3) 确定 选用 的 检验 统计 量 及 拒绝 域 的 形式 ; 

(4) 由 样本 值 计 算 统 计量 的 值 ; 

(5) I P OE H,|H, 为 真 ; 二 a, 确 定 拒绝 域 ,并 作出 判断 , 确 
定 接受 还 是 拒绝 假设 . 

3. 两 类 错误 

由 于 是 用 样本 提供 的 信息 来 推断 总 体 的 特征 ,而 样本 的 选取 
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是 随机 的 ,所 以 作出 的 推断 可 能 出 现 错误 . 错误 分 为 两 类 : 

(1) H, 为 真 ,而 作出 了 拒绝 五 ,的 判断 , 称 为 犯 第 一 类 错误 ， 
也 称 犯 < 弃 真 ”错误 . 犯错 误 的 概率 记 为 a. 

(2) 五 ,不 真 ,而 作出 了 接受 五 ,的 判断 , 称 为 犯 第 二 类 错误 ， 
也 称 为 犯 < 取 伪 ” 错 误 . 犯错 误 的 概率 记 为 pb. 

当 样 本 容量 确定 时 ,a 与 B 是 此 消 徙 长 的 关系 ,不 可 能 同时 让 
小 . 要 使 a 和 8B 同时 变 小 ,只 能 增加 样本 的 容量 . 

4. 显著 性 检验 与 显著 性 水 平 

只 控制 犯 第 一 类 错误 的 概率 ,而 不 考虑 犯 第 二 类 错误 的 概率 
的 检验 问题 , 称 为 显著 性 检验 . 

二 、 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 

1. 单个 正 态 总 体 均值 的 假设 检验 

rX I Xe X, 是 总 体 和 一 NGC) 的 一 个 样本 . 

(1) cc 一 a0 ,检验 假设 Ho: = po. 


` Y _ Xp JF; 
选择 检验 统计 量 忆 7 J N(0,1) ,拒绝 域 为 


G 
| X — wo | Zla 


单 侧 假设 检验 结果 见 表 8.1。 
(2) o° 未 知 ,检验 假设 Ho: 8 Ho- 


` ` X—yu 
Z T = 
选择 检验 统计 量 Z 


| X — po | Stap (n— 1) 


1) ,拒绝 域 为 


S 
Vn 


单 侧 假 设 检验 结果 见 表 8. 1. 
2. 两 个 正 态 总 体 的 假设 检验 
X, X, X. 是 总 体 基 一 NCpa ,01) 的 样本 ,Yl ,Ys,*…，Y,， 
是 总 体 了 一 NG ya3) 的 样本 ,两 者 相互 独立 . 它们 的 样本 均值 和 样 
本 方差 分 别 为 下,Y 和 .Si，9; 
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H Ho 


拒绝 域 
lu > Zaz 


— Za O 


O La/? (n — 1) 
t >to (n— 1) 


Q 


O tar (n—1) 
t< —t (n—1) 


g 


一 za/2 (n—1) O 
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(1) dt , G; =l ;检验 假设 H. : = e 
用 检验 统计 量 U 二 一 一 全 二 ~N(0,1) ,拒绝 域 为 


V oi/n i +o;/n; 
|X Y | 2ZanN c/n +o;/n,. 


X 
单 侧 假设 检验 结果 见 表 8. 2. 
表 8. 2 


假设 . pia F: 


IU |> Zan 
/n F po y: 
N(0,1) 
P 一 Zoo O Zar 
= 
a< U ——Z. 


已 知 
di + 02 
IT |2%ta/2 (nyitna 2) 
a a 
=o mE] 7 7 
但 其 值 a—— 
— ta/2 aj? 
未 知 


Tt (ni +n: —2) 
T< —ta (ni Tn — 2) 
(2) at= a;= o°, {B o RA. WIRI Ho : = p 
X —Y 
HARRIET =— L imtme 2) ,拒绝 域 为 


Sw V l/n + 1/⁄n; 
|X—Y | tap (ni-n, —2)ŠSw V ln +1/nz, 
其 中 2, = [ (n; —1)S?+ (n. —1)S:]/ nin, — 2). 
单 侧 假设 检验 结果 见 表 8. 2. 
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疑难 解析 


1. 什么 是 显著 性 检验 ? 其 基本 思想 是 什么 ? 

答 ”只 考虑 一 个 假设 是 否 成 立 的 检验 称 为 显著 性 检验 . 其 待 
检 假 设 的 一 般 形式 为 五 ,:0EO。,, 其 中 0 六 参数 空间 日 的 一 个 子 
集 . 显著 性 检验 的 原则 是 ,只 要 求 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 大 于 某 一 
IE $ra (0 二 a 过 1), 即 车 显著 性 检验 法 g 的 拒绝 域 为 W MW 应 满足 

P I(X,.,X,,:.,X,)CW)<a, OEO.. 

显著 性 检验 法 的 基本 思想 是 ,根据 小 概率 事件 在 一 次 试验 中 
一 般 是 不 会 发 生 的 实际 推断 原理 ,依靠 从 样本 得 到 的 信息 来 判断 
假设 是 否 可 以 接受 . 

对 于 同一 假设 ,在 同一 显著 性 水 平 下 ,根据 样本 (X1 X, 
X,), 可 以 建立 许多 不 同 的 显著 性 检验 . 由 于 只 需 满足 一 个 要 求 
P{ (X1 X23 X) EW} <a, PF k) 3E Pl Z| Br 16 £ W A FE 19 3 BJ T 

2. 提出 原 假 设 的 一 般 依据 是 什么 ? 原 假 设 与 备 择 假设 在 检验 
假设 中 的 地 位 是 否 相同 ? 

Z ”选择 一 个 问题 的 哪个 结果 作 原 假设 ,其 一 般 原 则 如 下 : 

(1) 因为 显著 性 检验 只 考虑 犯 第 一 类 错误 的 概率 ,所 以 对 犯 
两 类 错误 可 能 引起 的 后 果 加 以 比较 ,将 后 果 严 重 的 列 为 第 一 类 错 
误 , 以 a 来 控制 它 . 如 某 人 去 做 健康 检查 , 需 提出 假设 “有 病 ” 还 是 
“无 病 ”, 而 把 “有 病 认 作 无 病 ” 的 错误 显然 比 把 “无 病 认 作 有 病 ” 的 
错误 后 果 严 重 , 所 以 , 原 假 设 应 取 吴 。: 有 病 . 

(2) 选择 经 验 的 .保守 的 为 原 假 设 . 如 某 厂 一 种 产品 的 使 用 寿 
命 为 po, 经 过 工艺 改革 ,要 确认 使 用 寿命 是 否 增加 . 这 时 , 取 原 假设 
为 Ho: == po- 

假设 检验 控制 犯 第 一 类 错误 的 概率 ,所 以 检验 法 是 保护 原 假 
设 ,不 轻易 拒绝 原 假 设 的 . 
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3. 显著 性 检验 的 反 证 法 与 一 般 的 反 证 法 有 什么 不 同 ? 

答 ”一般 的 反 证 法 是 逻辑 上 的 反 证 法 , 即 由 结果 的 矛盾 而 推 
出 假设 的 错误 . 而 显著 性 检验 法 的 反 证 法 是 由 小 概率 事件 在 一 次 
试验 中 本 不 该 发 生 , 却 竟 然 发 生 了 这 一 矛盾 的 结果 出 发 ,拒绝 原 假 
i Ho. 由 于 样本 的 抽取 具有 随机 性 . 因此 ,由 抽样 所 确定 的 结 采 的 
矛盾 也 有 随机 性 . 可 能 出 现 假设 正确 而 拒绝 假设 的 错误 ,但 犯 铺 旋 
的 概率 小 于 a. 所 以 说 ,在 假设 检验 中 的 反 证 法 具有 概率 的 性 质 , 称 

4. 为 什么 在 两 个 总 体 情 形 , 当 待 检 假设 Ho: a = jp 时 , 若 ci， 
s; RA ER oi momo? | 
O B ol, RA, Bolo; 时 ,要 检验 假设 Ho: = 是 不 合 
理 的 ,是 不 同 条 件 王 两 总 体 均值 的 比较 ,不 能 真实 反映 两 总 体 的 茶 
数量 指标 的 优 劣 . 只 有 令 有 = 有 ,才能 在 两 总 体 的 相同 条 件 下 比较 
某 项 数量 指标 的 优 劣 ,作出 的 判断 才 有 意义 . 

当 o? 与 c; 是 否 相 等 未 知 时 ,要 先 用 F 检验 法 ,检验 ci 是 否 等 于 
oa. 若 相 等 ,再 用 上 检验 法 检验 两 总 体 的 期 望 py 和 Am 是 否 相 等 . 一 
般 , 为 了 使 结果 更 可 信和 ,应 将 a 适当 取 大 一 些 . 
# F Kee g Sh E E. Ao, E SW Ri H.: = z A 1 
下 方法 . | 

(1) Hn sn: 很 大 时 ,选用 检验 统计 量 

U=— 22 ~N(0,1), 


V Si/n + Sš/n; 
拒绝 域 为 |X—Y|2ZZ,, V Si/n t S/n. 
(2) 34 n =n =n 时 , 今 Z:=X: Y; =l, 2，… | n. i E (Z,) = 
Hs D (Z,)= o°, 则 | Z, „Z3; , Z, 为 N (uP) KER, Ho: = 0. 用 检 
验 统计 量 


T=2 Vn /S, S:=—— >)(2.—2)’, 
=] 


n— 1 — 
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_ S 2 
拒绝 域 为 Z |t Q —1)——. 
| | /2 M Sn 
(3) 34 at= ko: 时 ,用 统计 量 
|X —Y | 


Sw N ]/n, +1/Ckn;) 


y =| (m — 1) Si+ (na —1)S2]/Gn in, — 2) ° 


T= ~ilni tn — 2), 


拒绝 域 为 


|X—Y | ta(n Hn:—2)Sy NV 1/n i +1/(En,). 

5. 假设 检验 与 区 间 估 计 有 何 联 系 与 区 别 ? 

答 ”两 者 选用 的 检验 统计 量 形式 相同 . 

(1) 假设 检验 与 区 间 估 计 的 联系 . 

利用 假设 检验 可 以 建立 区 间 估 计 , 而 利用 区 间 估 计 也 可 以 得 
出 假设 检验 . 

例如 , 设 XX~N Cp,o?) X 6 X... X. EX 的 一 个 样本 ,方差 
未 知 , 要 检验 假设 本,: y= po, Hs KAE po. WITA EN EEk a, 
上 检验 的 接受 域 为 

(IX — po | St (n— 1SM n b, 
可 以 写 为 
X—t,nAm—1)S// n Luo KX + taz nN — 1SM n, 

将 式 中 m 改 为 w, 则 上 式 恰 为 w BJ B Ië PE 1—a 的 区 间 估 计 . 

上 反 过 来 ,车 已 得 到 jy 的 区 间 估 计 为 

tn— 1SM n SuSX+t,r(n—1)S//n , 

其 置信 度 为 1 一 w, 则 只 需 将 式 中 Am 改 为 m, 上 式 即 成 为 原 假设 已 。: 
u= p 的 一 个 显著 性 水 平 为 a 的 接受 域 . 

在 其 它 区 间 估 计 和 与 假设 检验 中 也 存在 这 种 对 应 关系 ,但 要 注 
意 的 是 ,在 把 假设 检验 转化 为 区 间 估 计时 ,类 似 公 式 要 存在 一 个 区 
间 形 式 , 否 则 ,不 可 能 实现 这 种 对 应 . 

(2) 假设 检验 与 区 间 估 计 的 差别 . 
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如 果 对 前 例 检 验 假设 p=Am( 水 平 为 c) 和 求 w 的 置信 和 度 为 1 一 a 
的 区 闻 估 计 进 行 研究 ,就 会 发 现 : 

ERZ H.: = o 时 ,所 得 到 的 区 闻 估 计 精 度 有 高 有 低 , 当 精 
度 较 低 时 ,区 间 的 长 度 较 长 . 显然 这 时 认为 4 二 ju 不够 精确 . 

EEH H: = o 时 ,也 有 同样 的 情形 . 因为 若 区 闻 估 计 的 精 
度 很 高 ,虽然 区 间 内 不 包含 pj, 但 区 间 有 可 能 就 在 pe 附近 ,仍然 可 
以 认为 = po. 

因此 通过 对 具体 问题 的 分 析 , 可 以 发 现 区 间 估 计 的 结论 有 时 
可 以 与 假设 检验 的 结论 不 同 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


假设 检验 的 方法 在 主要 内 容 中 已 详细 给 出 ,这 里 不 绸 效 述 . 解 
题 的 关键 在 善于 分 析 有 具体 问题 的 实际 情况 ,确定 是 单 总 体 还 是 双 
总 体 ,是 均值 检验 还 是 方差 检验 , 原 假设 是 什么 . 然后 选择 适当 的 
统计 量 ,依据 样本 值 计算 统计 量 的 值 ,与 根据 显著 性 水 平 查 分 布 表 
得 到 的 数值 相 比 较 , 作 出 接受 还 是 拒绝 原 假 设 五 ,的 判断 . 

例 1 设 总 体 了 一 NCp,1) titz ,Xo 是 XX 的 一 组 样本 观察 
要 在 a 二 0. 05 的 水 平 下 检验 假设 右 ,: 450, H: 40. 拒绝 域 为 

= {|z>c}}. 

(1) 求 c 的 值 ;(2) 若 已 知 z 一 1, ER nj 8 k 27 E N = 0; 
(3)#L R= (|z=|2Zz21. 154 939 H.: == 0 的 拒绝 域 , 求 试验 的 
显著 性 水 平 a. 

解 (1) ERE PTE K 的 双 侧 检验 ,检验 统计 量 是 


X— 
= £ —N(0,1). 
c / Vn 
对 a 二 0.05, 查 正 态 分 布 表 知 P{|z| 之 1. 96)= 二 0.05, 从 而 得 拒 
绝 域 为 R= 二 {|u| 宇 1. 96)= 二 {| /10|>>1.96)=(|z|>0. 62). 于 是 


FI ,c= 0. 62. 
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(2) H ==1>0. 62 即 zxER 知 ,不 能 由 样本 推断 j==0 成 立 . 
(3) P{|z| 宇 1.15}=P{ /10X2>1.15 v10} 
=1—P( /10X<1.15 /10) 
=] —[2Ø(3. 64)—1 ]=0. 0003. 
而 显著 性 水 平 即 为 y= 二 0 成 立时 拒绝 石 ,: = 0 的 概率 ,所 以 a= 
0. 0003. x 

例 2 某 种 零件 的 长 度 服从 正 态 分 布 ,方差 =1. 21, J 

件 堆 中 随机 抽取 6 件 , 测 得 长 度 ( 单 位 :mm) 为 

32.46, 31.54, 30.10, 29.76, 31.67, 31. 23. 
[a]: 4 ë 3 FE gk E A a= 0. 01 时 ,能 否认 为 这 批零 件 的 平均 长 度 为 
32. 50 mm? 

解 ” 是 0 二 1.21 已 知 . 单 总 体 下 均值 p 的 双 侧 检验 . 待 检 假 设 
Ho: 4=32.50,4=0.01. 

因为 算得 z=31.13, o=1.1,， 

所 以 用 检验 统计 量 U ,得 
|= |31. 13—32. 50| 
1X1/vV 6 
ARA Zoos = 2. 58, 2 HERH |u| =3. 05> Zo. 005 =2. 58, 所 以 拒绝 
Hoo, 认为 该 批零 件 的 平均 长 度 不 是 32. 50 mm. 
注意 :在 解 题 过 程 中 ,拒绝 域 的 两 种 形式 
|Z 二 和 = 
是 一 致 的 ,用 哪个 都 可 以 . 在 其 它 检验 中 同样 如 此 . 

例 3 某 厂 生产 的 一 种 产品 的 质量 指标 为 X~N(12,1). 改革 
加 工 工艺 后 ,从 新 生产 的 产品 中 随机 抽取 了 100 件 , 测 得 z==12. 5. 
设 方差 没有 改变 , 间 :改革 工艺 后 该 产品 的 质量 指标 是 否 有 明显 变 
化 (Ca 一 0. 10)? 

解 是 co=1 已 知 . 单 总 体 下 均值 w 的 双 侧 检验 . 待 检 假 设 

Ho:1=12, 4 一 0. 10. 


= 3. 05, 


>Z. 
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因为 z=12.5, 2 一 100， co 一 1, 所 以 用 检验 统计 量 也 ,得 
u= 252 

1/ V100 

查 正 态 分 布 表 知 Zo =l. 64, ZEBA |u| =5>Z.0=1. 64, 所 以 

拒绝 玉 ,, 即 认为 新 工艺 下 产品 的 质量 指标 有 明显 变化 . 

例 4 某 厂 生产 的 电视 机 显像管 的 使 用 寿命 (单位 :h) 为 人 ,和 式 
~N (5000,90000). 使 用 新 设备 后 要 了 解 使 用 寿命 是 否 有 提高 , 抽 
取 了 36 只 显像管 进行 测试 . UH.: = 5000 为 原 假设 , 求 检验 法 的 
拒绝 域 与 接受 域 ( 规 定 : 以 Xx 守 5100 为 显像管 寿命 有 提高 ,z 委 5100 
为 显像管 寿命 没有 提高 ), 并 求 犯 第 一 类 错误 的 概率 . 

解 总体 X~N(Cpn,90000), 关 未 知 ,方差 不 变 , 符 检 假 设 

Ho:u=5000, H,:#>5100. 
Xi X25611. , X, N X 的 一 个 样本 . 拒绝 域 为 


36 
356 — | 


1 36 
2, = | — . 
接受 域 为 R (35 2X,<s100 
_ 1 36 
因 为 X38 Xi ~ NC 2500), 


所 以 ,此 检验 法 犯 第 一 类 错误 的 概率 为 


36 
e =P (H H| H. WA) =P [sç DX >5100|x=5000 
i=] 


r 1 — ( —5000)2/5000 N 1 一 JE 
= — O 7 dz 二 C i du 
| a IT y 2500 2 DT 


一 1 一 和 (2) 一 1 一 0. 9772=0. 0228. 
例 5 某 种 电器 零件 的 平均 电阻 为 2. 64 0 ,改变 工艺 后 , 测 得 
100 个 零件 的 平均 电阻 为 2. 62 Q. 设 改变 工艺 前 后 的 电阻 的 方差 
保持 在 0.06?, 问 ;新 工艺 对 此 零件 的 电阻 有 无 显著 的 影 啊 (a= 
0.01)? 
@ JE Áat=0. 06 已 知 . 单 总 体 下 均值 # 的 双 侧 检验 . 符 检 假 
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设 Ho: = u = 2. 64,a=0. 01. 
因为 Z 一 2.62， n=100, 
所 以 用 检 双 统计 量 UU, 得 
| = [一 | _ 12.62—2. 64| 
cf nA 0. 06/10 
而 Zaz = Zo. o0 = 2. 576, 2 EH |u| =3. 333> Zo. 00s = 2. 576, KHE 
H Tt E T Z Ja , EBEFA EAR. 

例 6 设 某 次 考试 的 成 绩 服 从 正 态 分 布 . 随机 抽取 了 36 位 考 
生 的 成 绩 ,算得 平均 分 为 66. 5 分 ,标准 差 $=15. 问 :在 显著 性 水 平 
a 二 0.05 下 ,是 否 可 以 认为 这 次 考试 的 平均 成 绩 为 70 分 ? 

解 是 c: 未 知 . 单 总 体 下 均值 w 的 双 侧 检验 . 行 检 假 设 

五 Ap 一 /0 一 70， 4 一 0. 05. 
A H rz=66.5,S=15,n=36,BF J H 506 2381 E T , 48 
166. 5 一 701 _ 
15/ V36 
查 表 知 to.ozs (36 一 1) 一 2.0301, 经 比较 知 | | = 1. 4<to. ozs (35) = 
2. 0301 , 故 接 受 瓦 。, 认 为 这 次 考试 的 平均 成 绩 为 70 分. 

例 7 设 番茄 汁 继 头 中 VC( 维 生 素 C) 含 量 服从 正 态 分 布 . 按照 
规定 ,每 盒 钠 头 汁 中 VC 的 平均 含量 不 得 少 于 21 mg. WA — Ht ik 
头 中 随机 抽取 了 16 £, #1 == 23. S: = 3. 9°, f: X Jt ë k BJ VC 
含量 是 否 合 格 (a 二 0. 052? | 

解 Eo RA 8 D IK F (8 = PJ 6 WS. ARBI Ho: y 
<21, 4 ARBRIT H, :4>21,a=0. 05. 

因为 过 = 23,S 一 3.9,m 一 16, 所 以 用 检验 统计 量 了 ,得 

kt 0513. 
TF 3 SH toos (15) = 1. 7531, Z: ke 8 NI t= 2. 0513 > toe. s (15) = 
1.7531, 故 拒绝 H, A u Ht tE Sk H VC 含量 合格 . 
例 8 ” 某 炼 铁 厂 的 铁 液 含 碳 量 ( 质 量 分 数 ,%) 在 正常 状态 下 服 
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一 3. 333. 


¿| = 1. 4. 


JA N(4. 55,0. 112), 当 日 随机 测 得 5 炉 铁 液 的 含 碳 量 为 
4.28, 4.40, 4. 42，4. 35，4. 37， 
间 : 在 方差 不 变 的 假设 下 , 铁 液 售 碳 量 的 均值 是 否 显著 降低 (a= 
0.05)? 
解 是 c: 已 知 . 单 总 体 下 关于 均值 w 的 单 侧 检 验 . 符 检 假设 
H.: u=4.55, A HIRR H, : <4. 55,a=0. 05. 
因为 算得 元 一 4. 364,zm 一 5,a= 一 0.11, 所 以 用 检验 统计 量 乙 ,得 
4. 364 一 4. 55 
“=OS 781. 
杏 表 知 Z, ,: 一 一 1.645, 经 比较 知 x 王 一 3.781<Z。os 一 一 1. 645, X 
拒绝 五。, 认 为 当日 铁 液 含 碳 量 的 均值 有 显著 降低 . 
例 9 为 测定 某 种 药物 对 人 的 血压 有 无 疗效 ,测定 了 10 名 试 
验 者 在 服药 前 后 的 血压 ,得 血压 差 值 的 数据 为 
6, 8, 4, 6, —3, 7, 2, 6, —2, —1, 
E: TE a=0. 05 下 ,能 否认 为 该 药物 能 够 改变 人 的 血压 ? 
RO Ee 未 知 . 单 总 体 下 均值 py 的 双 侧 检验 . 待 检 假设 
Ho:1u=0, a=0.05. 
因为 算得 x=3.3, 95: 一 7.014， n= 二 10， 


所 以 用 检验 统计 量 了 ,得 
3. 3 一 0 
一 一 -一 10=3. 9409. 
|z| XY 0 一 3. 94 


# 3 5 toos (9) = 2. 2622, 2 ke $ 4 | t | = 3. 9409 >to.oss (9) = 
2. 2622, WGE H H o s V, J 1 25 JJ BE t eÆ A BJ ji F. 

例 10 ”一 种 燃料 的 辛 烷 等 级 服从 正 态 分 布 ,其 平均 等 级 为 98， 
标准 差 为 0. 8. 今 从 一 批 新 燃料 中 随机 抽取 25 桶 ,算得 样本 均值 为 
97. 7. 假定 标准 差 与 原来 一 样 , 问 :新 燃料 油 的 辛 烷 平 均等 级 是 否 
比 原 燃 料 辛 烷 平均 等 级 偏 低 (a= 二 0. 05)? 

解 是 co 已 知 . 单 总 体 下 均值 wp 的 单 侧 检验 . 竺 检 假 设 Ho:p 
>98, 4 RiR H ,: k —98. 
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因为 = 97. 7,c 一 0.8,2 一 25, 所 以 用 检验 统计 量 坟 ,得 
u= Eg X5= 1. 875. 
查 表 知 Zu =— 1. 645,2 HERR u=—1.875<Z. 9 =— 1. 645, 故 
E H. AAR EA ASK YM E F RR e RAR E bu E EJ 6 2⁄2 
偏 低 . | 
例 11 某 化 工厂 生产 的 一 种 产品 的 含 硫 量 (质量 分 数 ,% ) #E 
正常 情况 下 服从 正 态 分 布 W(4. 55,322). 为 了 解 设 备 维修 后 产品 含 
WE 是否 改变 ,测试 了 5 个 产品 , 测 得 它们 含 硫 量 为 
4.28, 4.40, 4.42, 4.35, 4.37, 
试 在 下 列 两 种 情形 下 分 别 检验 
H,:y=4. 55, 五 :Hp 天 4.55， 
假定 方差 不 变 ,a==0. 05. 
(1) o°?=: 0. 01; (2) o° RHI. 
解 ” 因 为 算得 X=4. 364,S: 一 0.00293 ,所 以 : 
(1) #=0. 01] 已 知 , 应 选用 检验 统计 量 吉 ,于 是 


|= x /5 =4.16. 


ARA Zoos = 1.96, E 3 |a |= 4.16 Z. os = 1. 96, 故 拒绝 
Ho AAEM TEA. 

(2) o° 未 知 , 应 选用 检验 统计 量 卫 ,于 是 

0.186 

V0. 00293 
ARA toos (4) = 2. 7764, 2 Iz 3⁄ A |z | = 7. 6835 二 加 os(4) = 
2.7764, 故 拒绝 五, 认为 含 硫 量 发 生 了 变化 . 

#J12 某 种 产品 在 处 理 前 后 的 含 脂 率 ( 质 量 分 数 ,% ) 分 别 为 
X MY, X~N(m,), Y ~N). 从 产品 中 任 取 10 件 , 测 得 它 
们 在 处 理 前 后 的 含 脂 率 如 表 8. 3 所 示 . 试 在 显著 性 水 平 < 一 0. 05 
下 ,检验 处 理 前 后 的 含 脂 率 有 无 显著 变化 . 


|= x w 5 =7. 6835. 
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3 8.3 
处 理 前 | 0.19 0.18 0.21 0.30 0.66 0.42 0.08 0.12 0.30 0.27 


处 理 后 0.19 0.24 1.04 0.08 0.20 0.12 0.31 0.29 0.13 0.07 


解 FE o= Js;= o fB o: 未知 、 两 个 正 态 总 体 下 均值 的 假设 检 
验 , 待 检 假 设 互 :mm= 上 ,是 e=0.05 下 的 双 侧 检验 . 
因为 Xx 一 0.273， y=0. 267, 
S,=0.1677, S,=0. 2839, 1 一 022 一 10， 
所 以 由 检验 统计 量 


T=— Š Y _ inn, —2) 
Sw N 177 +1/nz 
得 | — 2-273—0. 267 L0, 055. 


0. 233 X0. 4714 
查 表 知 too s (18) = 2. 101, 2 HE $A |z| = 0. 055 < to.o2s (18) = 


2.101, WZ H., UA Ah EAI Ja BJ) P= na ARTE 2 23 4t,. 

例 13 某 林场 采用 两 种 方案 作 杨 树 育苗 试验 .已 知 两 种 方案 
下 苗 高 均 服 从 正 态 分 布 ,标准 差分 别 为 ol 二 20,0s 二 18. 现 各 抽 60 
棵 树苗 作 样 本 , 测 得 苗 高 过 一 59. 34 cm, z:= 49. 16 cm, WLA 95% 
的 可 靠 性 估计 两 种 方案 对 杨 树苗 的 高 度 有 无 影响 . x 

解 ”是 co,o 已 知 , 双 总 体 下 均值 的 假设 检验 , riu R DE H. : Am 
一 上 ,是 ac 一 0. 05 下 的 双 侧 检验 . 

因为 元 二 59. 34,X; 二 49. 16,01 一 20,0s 二 18,n1 二 ns 二 60, 所 以 
由 检验 统计 量 U ,得 

1 一 2 e x V60 一 2. 93. 

EHA Z. s= 1.96, HEA |u| =2.932>>-Zo os — 1. 96, 故 拒绝 
五。 认为 两 种 方案 对 杨 树苗 的 高 度 有 显著 影 啊 . 

例 14 甲 、 乙 两 台 机 床 加 工 同一 种 产品 , 设 两 台 机 床 加 工 的 零 
件 外 径 都 服从 正 态 分 布 , 标 准 差分 别 为 wm: = 0. 20,s,= 0. 40. 现 从 

。392 ° 


加 工 的 零件 中 分 别 抽取 8 件 和 7 件 , 测 得 其 外 径 ( 单 位 :cm) 如 表 
8.4 所 示 . 试 在 a 二 0.05 下 检验 两 机 床 加 工 的 零件 外 径 有 无 显著 的 
差异 . 
表 8. 4 
甲 |20.5 19.8 19.7 20.4 20.1 20.0 19.0 19.9 


¿ | 19.7 20.8 20.5 19.8 19.4 206 19.2 


解 ” 是 of,0; 已 知 、 双 总 体 下 均值 的 假设 检验 . 待 检 假设 Ho: pa 
二 1, 是 a 二 0.05 下 的 双 侧 检验 . 
已 知 n1 二 8,ns 二 7,01 二 0. 20,0, 二 0. 40, 算 得 z 一 19.93,y 一 20， 
所 以 由 检验 统计 量 
|X—Y| 
N oi /n i +o; /n; 


v0. 04/8 十 0. 16/7 


ERA Zoo =1. 96, 2 HE $A |u| =0. 42 过 20.0zs 王 1. 96, 故 接受 
Ho A JW SLA I IFARA. 

例 15 ÆR EG t 32 JE RE A hA NDMA , 现 测 得 旧 、 新 
两 种 工艺 过 程 中 形成 的 NDMA 含量 (质量 分 数 ,X10 °) 33 8. 5 
所 示 . 设 两 样本 都 服从 正 态 分 布 , 且 总 体 方差 相等 , 作 检 验 

Hi: S2, H: — 4 >2 (a=0. 05). 
3 8. 5 


有 日 过 程 | 6 4 5 5 6 5 5 6 4 6. 7 4 


U = 


新 过 程 | 2 1 2 2 1 0 3 2 1 0 1 3 


解 FE at=; =o: H o? RE XX SA IK F EJ B BU TR RE 59 , Fp 49 
BRI H,: A — 2, P: a= 0. 05 下 的 单 侧 检验 ， 
因为 算得 
ni 二 ns 一 ]2， ZX 二 5.25， y=1.5, .91 一 0.965， Ss 二 1， 
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用 检验 统计 量 
TXT—y—6é 

Sw N 17/z + 1⁄n; 

; 5. 25 一 1.5 一 2 

得 0. 9830. 408 


(ma 一 1)51 十 (az 一 1)93 
2 — Vn 1 2 2 
此 处 Sy = ni 十 ns 一 2 ， Ô= Hz 


查 表 知 toos (22) = 1. 7171, Z£ HE 3⁄ H t= 4. 3633 > toos (22) = 
1.7171, WE% H, AH p >. 

Bils 据 推 测 认为 , 矮 个 子 的 人 比 高 个 子 的 人 寿命 要 长 一 些 . 
下 面 将 美国 31 个 自然 死亡 的 总 统 分 为 矮 个 子 与 高 个 子 两 类 (以 
172.72 cm(68 in) 为 界 ) ,其 寿命 如 表 8. 6 所 示 . 设 两 个 寿命 总 体 均 
服从 正 态 分 布 , 且 方差 相 等 . 问 : 数 据 显 示 是 否 符 合 推测 (ae 王 
0. 05)? 


T = 


= 4. 3633, 


RB. 6 


EAF I 85S 79 67 90 80 


高 个 子 | 68 53 63 70 88 74 64 66 60 
60 78 71 67 90 73 71 77 72 
57 78 67 56 63 64 83 65 


解 是 oi=o2=o? 但 未知、 双 总 体 下 均值 的 假设 检验 , 待 检 
[RIQ H.: F, Hi: n> ua | Æ a==0. 05 F BJ 8 WL AY 32. 

因为 zx 一 80. 2,y 一 69. 15 ,91 一 8. 585,9: 一 9. 315,7, 一 5，72 一 
26. 由 检验 统计 量 

X—Y 


得 „— 80. 2 一 69. 15 
1 9. 218 XxX 0. 488 
ARA toos (29)=1.6991,2Z8 k£3⁄&<z=2.456>t. I (29)=1.6991, 
故 拒绝 访 ,, 认 为 推测 正确 , 矮 个 子 人 的 寿命 高 于 高 个 子 人 的 寿 仿 . 
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T = 


= 2. 456. 


H17 某 试验 室 分 别 在 70 C 和 80 C 的 温度 下 对 某 项 指标 分 
别 作 了 8 次 重复 试验 , 测 得 该 项 指标 的 数据 如 表 8. 7 所 示 . 由 经 验 
知 数据 服从 正 态 分 布 , 且 方差 相等 . 问 : #£ a= 0. 05 时 ,是 否 可 以 认 
为 数学 期 望 也 相等 ? j 

R87 
70 C 20.5 18.8 19.8 20.9 21.2 21.0 19.5 21.5 
80 C 20.3 18.8 20.0 20.1 20.2 19.1} 19.0 17.7 


解 E at—=cs1= o E o: RA WX SL IK F 48 = RRIS , fF 
ERI Ho: = u, J a=0. 05 F BJ W N| 52. 

因 为 
11 一 7 一 8， X= 二 20.4， Si=0.8857, y=19.4, SS 一 0. 8286. 
由 检验 统计 量 了 ,得 


0. 9258 X0. 5 


查 表 知 tox(14) 一 2. 1448, Z 3 31 |z | = 2. 1603> to. ozs (14) = 
2. 1448 , 故 拒 绝 H ,, V, H 32 # BH E A 8 £. 在 实际 问题 中 ,如 采 两 
个 数据 过 于 接近 , 则 不 宣 作出 结论 ,应 重新 抽样 试验 . 

例 18 从 总 体 X~NCmyc) YY 一 Na) 中 分 别 抽取 一 个 
容量 为 的 样本 ,两 样本 相互 独立 , 试 设计 一 种 较 简 单 的 检验 法 ， 
检验 假设 Ho: = jp (显著 性 水 平 x). 

解 ” 可 以 设 4==4 一 2, 则 样本 从 为 

di= xi yis 1=1,2," In. 
Aik Z=X—Y~N(u, 20), RBR H.: = 0. 

设 MS: 为 样本 均值 与 样本 标准 差 , 因 2o° 未 知 ,用 检验 统计 

BT, T E: 


= 2. 1603. 


d 
T= ~ — 3 
i= t(n— 1) 
拒绝 域 为 t| >tan(n— 1). 
例 19 从 总 体 和 一 Nm ot) REK XXX 和， 从 总 体 


”了 95。 


Y—N(gu, >) PRIES Y, ,YY,，* k Yn, ,两 样本 相互 独立 . TR 
Ho: =k, (天 0)， 试 确定 检验 统计 量 与 拒绝 域 . 


2 


g? 
解 因为 z~N| mE], Ne , 
所 以 z—hy~N| m— kp si aa , 
2 

= 

于 是 TRY) (a — E) a Non 
o kêni +n, 

— S: 

X Ca 一 1)， mV y —1), 


所 以 在 Si 与 $2 独立 时 ,有 
(nı —1)St+ @m,—1)52 


g? ~X (nı +n: — 2). 
给 出 检验 统计 量 ( 由 上 分 布 定 义 ) 
= X—kY | nmn _ 
T 一 Sy kin, +n, tni tn: 2), 
拒绝 域 为 [| >te (n +n, —2). 


xB, Ho 成 立 ,Ai — ku: = 0,11 


=N [Om —1)St+ (n, —1)S; ]/ ni +-n,— 2). 
a n E A.B 两 个 化 验 室 每 天 同时 从 工厂 的 冷却 水 中 取 
F ,以 测定 水 中 的 含 毛 量 (质量 分 数 ,X10“), 记 录 7 d 的 数量 如 表 
8. 8 所 不 . 设 d,= r, — Yis ;一 1,2,…,7, 来 自 正 态 总 体 , 问 :两 化 验 
室 的 测定 结果 有 无 显著 差异 (a 一 0.001)? 
表 8.8 
A 室 |1.15 1.86 0.75 1.82 1.14 1.65 1.90 


B= |1.00 1.90 0.90 1.80 1.20 1.70 1.95 


解 利用 例 18 的 方法 . 竺 检 假 设 Ho:4 二 0,di 为 
0.15 ,一 0.04, 一 0.15,0. 02,—0. 06,— 0. 05,—0. 09, 
算得 d=— 0.026, yx 一 0. 092， 7 一 7， 


q 
S" 
得 |= XxX Z 7 =0. 7477. 
查 表 知 tooo (6) = 3. 7074, 2 HE 8 H | £ | = 0. 7477 < tooo (6) = 
3. 7074 , 故 接受 H , , | 29 W 4k,52 = BS #lj =ë 25 5: 3 Sp 3 3 YP. 

例 18 与 例 20 也 称 成 对 数据 的 检验 ,其 特征 是 a; 来 自 正 态 总 
Ik. 用 于 比较 两 种 方法 、 两 种 产品 或 两 种 仪器 的 差异 , 常 在 相同 条 
件 下 (如 方差 相等 ) 作 对 比试 验 , 取 得 成 对 的 观察 值 ,然后 分 析 数 据 
TE H HE BT. 

例 21 为 确定 某 工艺 对 降低 橡胶 制品 中 舍 硫 量 ( 质 量 分 
数 ,%) ,在 产品 中 随机 抽取 了 10 件 样品 ,记录 了 处 理 前 后 含 硫 量 
如 表 8. 9 所 示 . 试 根据 数据 确定 这 种 工艺 对 降低 橡胶 制品 中 含 硫 


量 的 变化 有 无 作用 (a 二 0. 05). 
表 8.9 


所 以 由 


处 理 前 16.05 5.75 7.12 7.10 6.80 6.55 °. 90 7.24 5.75 7.30 


后 处 理 |15.68 5.40 5.90 6.05 6.00 5.55 5.15 6.34 5.60 6.40 


解 12 d,= £; Yi» 1 二 1,2,"… ,10,4d; 来自 正 态 总 体 , 为 
0.37,0.35,1.22,,1.05,0.80,1.00,0.75,0.90,0.15,9. 90, 
FERRIE Ho: 420, H, uO, E R Tl 19 Wo. 


因 为 d=0.749, Sa=0. 3489, 71 一 10， 
d 
所 以 由 T=- = 
Sa/ V n 
; 0. 749 
得 t= 5 3489 v 10=6. 7887. 


查 表 知 tos(9) 王 1.8331, 经 比较 知 £= 6. 7887>to.0s (9) =1. 8331, 
故 拒绝 互 ,, 认 为 工艺 对 降低 橡胶 制品 含 硫 量 有 显著 作用 ， 
原 假设 的 选择 通常 基于 这 样 一 种 想法 : 若 我 们 希望 某 项 结论 
出 现时 ,就 故意 把 该 结论 不 出 现 作 为 原 假 设 . 这 样 ,如 条 能 在 wa 很 
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小 时 拒绝 原 假设 , 则 结论 出 现 就 得 到 有 力 的 支持 .反之 ,看 以 结论 
出 现 为 原 假设 , 则 即 被 接受 也 只 能 说 明 假 设 与 试验 数据 相 容 ,不 能 
有 反映 受到 数据 的 有 力 文 持 . 

例 22 某 药 厂 生 产 一 种 新 止痛 片 , 厂 方 希望 验证 服用 新 药片 
后 至 开始 起 作用 的 时 间 间 隔 较 原 有 止痛 片 至 少 缩短 一 半 , BX ñu 18: 
验 假设 

Ho: pa = 205 Hi: > 2p. 

这 里 pj 和 yz 是 两 种 止痛 片 起 作用 时 间 间 隔 的 总 体 均 值 . 设 两 总 体 
都 是 正 态 总 体 ,al,cz 为 已 知 ,ziyza，… s Ln 和 y; y2 Yn NRH 
两 总 体 的 独立 样本 . 试 在 显著 性 水 平 < F 25 H H. 的 拒绝 域 . 

解 ”本 例 属于 例 19 的 情形 ,& 王 2, 但 cl,c: 已 知 ， 


设 xr~N CA ;01/71) ' y ~N (p02/n2) À 
mij r—2y—N(u— t0? /ni Toz /n.;). 
当 H, 为 真 时 ， _— Z 一 27 NCO0,1). 
V ot /ni Ao; /n, 


因为 是 单 侧 检验 , 故 拒绝 域 为 
— “—2 >Z, 
N of /m + 4o;/n, 
对 o? 关 0? 但 大 样本 的 情形 ,可 以 认为 总 体 近 似 正 态 分 布 , 且 以 
1 Si 代替 of ,02, 用 检验 统计 量 U 检验 假设 . 
例 23 某 细 纱 车 间 在 两 种 工艺 条 件 下 各 抽取 100 个 试 样 , 测 
得 细 纱 强力 的 数据 ,经 计算 得 
用 工艺 :1 二 100， Xx 二 280， S,=28; 
乙 工 站 :ns 二 100， y=286, S,=28.5. 
问 :在 a 二 0.05 下 ,两 种 工艺 条 件 对 细 纱 强力 有 无 显 着 影响 ? 
解 oio; HRA ,ni=n,=100, f S B Dr Ho: A = z. 由 检 
验 统计 量 忆 ,得 
|280 一 286| __ 286 | 6 


|u |= — — =F = 1. 040， 
V28:/100+28. 57/100 3-995 
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查 表 知 Z, os 二 1. 96, 2 HE H A lul =1.50< Zoo 一 1.96, 故 接受 
Ho, 认为 两 种 工艺 条 件 对 细 纱 强力 无 显著 影 啊 . 

例 24 甲乙 两 机 床 加 工 同 一 种 零件 ,抽样 测量 其 产品 的 尺寸 
(单位 :mmy) ,经 计算 得 

E HLK: =80, x=33.75, 9 一 0. 1; 

Z ALR :n:=100, y=34.15, 9 一 0. 15. 

问 ; 在 a 二 0.01 下 ,两 机 床 加 工 的 产品 尺寸 有 无 显著 差异 ? 

& n50 时 , 即 可 认为 是 大 样本 问题 . or, o; 均 未 知 , 待 检 假 

设 Ho: a = po. 由 检验 统计 量 忆 ,得 

”133.75 一 34.15| _ 0.4 
J0 1/8040. 157/80 0. 02 
杏 表 知 Zoos = 2. 57, ZERA |u| =20. 00> Zoos = 2. 57, 故 拒绝 
万 ,, 认 为 两 机 床 加 工 的 产品 尺寸 有 显著 差异 . 

在 更 多 的 时 候 , 我 们 只 得 到 两 个 样本 的 一 批 数据 ,不知 a 
mi,o3, 也 不 知 oi 与 0 是 否 相 等 . 这 时 ,要 检验 均值 w, 就 要 先 检验 方 
差 齐 性 , 即 吧 一 o 是 否 成 立 . 若 成 立 , 则 可 用 检验 统计 量 了 来 检验 
均值 . 这 类 例题 ,将 在 下 节 中 演绎 . 


— = 20. 00. 


| 二 一 一 一 一 一 一 一 一 


第 二 节 ” 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 


主要 内 容 


1. 单个 正 态 总 体 方 差 的 检验 
WX, X," ` |, X, 为 来 目 总 体 和 一 NCpna2) 的 一 个 样本 . 
(1) u RART, MERAN g = o. 


imaia = CDS. ya) ,拒绝 域 为 
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YY E n—1) 或 XXn l). 
(2) yy 已 知 时 , 待 检 假设 Ho:o = oç. 


> (X,— ° 
JH 58 = — m) ,拒绝 域 为 


Go 
XS X-a (n) 或 4 
单 侧 检验 如 表 8. 10 所 示 . 


表 8. 10 


统计 量 aki 


X 25> Y? (n— 1) 
REX- az (n— 1) 
go Æo? 
/ 
TE : 
py AAA 
O X-a Xin 
Lxi la l1) 
—1352 
p= s X2 Cn— 1) 
° o>03 
a 
O Xi —a 
LAX -aln— 1) 
o <o? | À 
g 
O X-a 


未 知 | Ko 
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续 表 


假设 . 统计 量 | 备 择 


XZ: X; (n) 
sk ST XY1- oz (n) 
0 Eo 
2 
2 
O Xi. an X° 
PEX (m) 
yz (m) 
o? >a} 
g 
O x° 
PSX -a (n) 
oo? i 
多 
M 
O Xa 


2， 两 个 正 态 总 体 方差 的 假设 检验 
WX, X, X, 是 总 体 X~NCayoi) 的 一 个 样本 ,7 Y, 
Y, 是 总 体 Y~N (pe,03) 的 一 个 样本 , 且 两 样本 相互 独立 , 待 检 假 设 
Ho:0! = o;. x 
(1) mp 未 知 时 ,用 检验 统计 量 
F=St:/S2—F O —1,n,—1), 


拒绝 域 为 
F>: F. n —1,;n  —1) 或 EFSF -aln lsn — 1). 
° 401 ° 


(2) #1 s Ze 己 知 时 ,用 检验 统计 量 


F=nm D, Xi [m DY 3: ]— FG ng) ° 
i=1 i=1 
拒绝 域 为 
| FFn (msn) 或 F&F n,n). 
单 侧 检验 如 表 8.11 所 示 . 


表 8. 11 


统计 量 MARR 


c< FF (ni n) 
他 F< F.Cni sn) 
F> F. ( sng) 

F 检验 n E Xim)? /2 下 1 9 天 2 
Al » H — — F (ni no) sk FF -a2 (mon) 
已 知 "2 2 jr)? 

g 

⁄ 
>g? 


FZ: F i-a(ni—1,n — 1) 


oio? | F&Fo(m—1,n2—1) 


检验 F2>>-Fi-(a2(n i —1;n,—1) 
Al» 2 F=, WF Faz (n —1,n,—1) 
未 知 
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疑难 解析 


1. 对 于 两 个 正 态 总 体 期 望 的 检验 , 当 方 差 未 知 且 不 相同 时 ， 
若 按 方差 未 知 但 相等 进行 检验 ,其 结果 会 怎样 ? 
Æ kde 时 ,检验 统计 量 


r-i, 
w V l/nı+1/n: 
Sa = Gn st, oo Dsi 
w nı Fn, — 2 
IH 4 o= ko? (kÆ1) n =>, 时 (天 1), 有 
E(X —Y) _— LL Caan Dn S LC 1)(1—r) 
E[ S (1/n, + 1/n,) | [n (r +k)— (k+1) ]Gr + 1) ` 


显然 仅 当 & 王 1 或 ”=1 时 ,上 式 等 于 1. 
所 以 , 当 ot 关 oi 时 ,| 人 | 的 值 会 偶 大 或 俩 小 ,从 而 出 现 错 误 判 


小 . 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 某 维尼 纶 三 生产 的 维尼 纶 纤 度 服从 正 态 分 布 , 呈 委 
0. 0482. 当日 随机 抽取 5 根 纤维 , 测 得 纤 度 如 下 : 
1.55, 1.36, 1.41, 1.40, 1. 32, 
[B] : Z H J ` E #E p= BJ 3 JG 26; #F BE BJ Jy AERE M Ca= 0. 0127 
解 是 wp 未知. 单个 总 体 c 的 假设 检验 , 待 检 假 设 五 :c 魏 0. 
0482, H, :0o>0. 048, Æ a=0.01 下 的 单 侧 检验 . 
因为 0 一 0. 0482 ， 1 一 5， 一 0. 00788, 


所 以 用 检验 统计 量 尼 一 凶 二 } ,得 
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; 4X0. 00788 
得 X = o gag: 13. 68. 


ARA Xoo (4) =13. 3, 2 ERA 2 = 13. 68> Xio (4)=13. 3, 8k B 
绝 五, 认为 当日 生产 的 维尼 纶 纤 度 方差 大 于 0. 0482. 

例 2 某 纺 织 三 生产 的 一 种 细 纱 文 数 的 均 方 差 为 1. 2. 现 从 当 
日 生产 的 一 批 产品 中 ,随机 抽取 了 16 缕 进 行 支 数 测量 , 求 得 样本 
均 方 差 为 2. 1. 问 : 在 正 态 总 体 的 假定 下 ， 纱 的 均匀 度 是 否 变 劣 (a== 
0.05)? 

解 JE, AI. ARENE o BUR 2 AS I SS E z Ho: c< 
1.22, H,:a22>1. 22, EL a=0. 05 下 的 单 侧 检 验 . 

。 因为 1 一 16， 9 一 2. -d> G = j]. 2, 


ar a 938. 


查 表 知 Xios (15) = 24. 996, 经 比较 知 X = 45. 938 > Xs. (15) = 
24. 996, 故 拒绝 如 ,, 认 为 纱 的 均匀 度 明 显 变 劣 . 
例 3 自 总 体 XX~N(p,o) 取 一 容量 为 100 的 样本 , 8 $ += 


2.7, D (zi 一 ZX)? 二 225. 因为 pa: 均 未 知 ,在 a 二 0. 05 下 ,检验 下 列 
i=l 

假设 : | 
(1) Ho: /一 3; (2) H: =2. D. 


解 (1) 是 到 未 知 . 单 总 体 均 值 z 的 假设 检验 . 待 检 假 设 H. : 
u= 3, a=0.05 下 的 双 侧 检验 . 


因为 ”2 一 100， S?= x: SEX =2 2727, x=2.7, 
. X—Y| ., 
所 以 用 统计 量 了 一 =, 和 
l| 一 [2-1-3 x V100=1. 989. 


A S MI to 2 s (99) = Zo a s = 1. 96,2 m ke EEA dtl = 1. 9894 to. 025 (99) 
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一 1. 96 ,拒绝 Ho. 在 实际 问题 中 ,如 果 两 数 过 于 接近 , 则 不 宜 作 出 
结论 ,应 提出 重新 抽样 ,再 作 一 次 检验 的 要 求 . 


n > rr)? 
(2) HT 2, (zi 一 +) 已 知 ,可 用 检验 统计 量 光 二 三 一 一 一 ， 
i=l 


FERRIE H. Í t= 2. 5, 是 双 侧 检验 . 


2 — -一 
Z=, s= 90 
# = l Xi 025 (99)=129. 56, Yr as 《99)=74. 22, 
而 X? 975 (99) X= 90< y 0s (99). 


故 接 受 矿 ,, 认 为 方差 0 二 2.5. 

例 4 包装 机 包装 食盐 , 设 每 袋 盐 的 净重 服从 正 态 分 布 , 规 定 
每 袋 标准 重量 为 500 g ,标准 差 不 超 过 10 g. 某 日 开工 后 ,随机 抽取 
9 袋 , 测 得 净重 (单位 :g) 如 下 : 

497, 507, 510, 475, 515, 484, 488, 524,491, 
在 a=0. 05 下 检验 假设 : 

(1) H;:#=500; (2) 万 :co 委 10, 万 :ca>10. 

解 (1) 是 o? 未知, 单 总 体 均 值 的 假设 检验 . 等 检 假 设 Ho: y 
一 500, 是 a 二 0.05 下 的 双 侧 检验 . 


因为 n=9, z=499, 9 一 16. 03， 
y Y 1X—Y| 
b x £ T= , 
所 议 用 检验 统计 量 s Z 得 


”|1499 一 500| 
l= zo O xX Vv 9 =0. 187. 


#r 3 Ml. 2 s (8) =2. 306, 经 比较 知 11| 二 0. 187 <to. 02s (8) =2. 306, 
WEZH ,, V. JJ X < #E p= BJ ft s: Sp AS Eh i E 500 g. 
(2) Æ u K HI. 8 B IK h EBBER R , F S R Ho: 010, 
H,:6>10, Ë a= 0. 05 下 的 单 侧 检验 . 
因 为 n=9, 9 一 16. 301， co 一 10， 
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aD 


所 以 用 检验 统计 量 = ,得 


p- DAs ao y 258. 


查 表 知 Xo.os (8) = 15. 507, Z HE 8A X = 21. 258 > Xios (8) = 
15. 507, 故 拒绝 互 。, 认 为 该 天 生产 的 食盐 每 袋 净重 的 标准 差 大 于 
10 g. 

JS 设 随 机 变量 XX 与 Y 相互 独立 ,X~~N (jn,01),Y — 
N (z , 02). X, D. CTK , X E: X 的 一 个 样本 ,Yi 9 2 ,Yio 是 了 的 一 
个 样本 , 测 得 数据 

(1) 分 别 求 za z 的 矩 估计 值 ; 

(2) 分 别 求 ci,cz 的 极 大 似 然 估 计 值 ; 

(3) 在 显著 性 水 平 a=0.05 下 检验 假设 

H:i 5, H: >. 

解 a) 用 样本 一 阶 原 点 抢 佑 计 和 总体 一 阶 符 , 即 得 yi 和 js 的 
矩 估 计 值 为 
六 = 二 > 一 5.25， 记 -7 一 证 2)y=1.8 
(2) ES Bš Ik X— N(u,o2) IJ 2 3k o: 的 极 大 似 然 估 计量 为 o° 


12 —X), 8 Jk cf 和 的 极 大 似 然 估计 值 为 
r= D e=] + >= —16z2] 一 7. 63, 


g= > — y)’ 一 (> 107) =3. 96. 


(3) FÆ psp A OREORE Biely, i< 
o3 Hi: gto, JE fE a=0. 05 下 的 单 侧 检验 . 
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! 1 
因为 Si= 吉 > cx 一 元)? 一 8. 13, 


10 
Si=— > (yy) =4. 4. 


2 — 
9 — 
Fr A 1532 it F= S:/S; ,得 
.13 
F 4 1. 85 


查 表 知 Foos (15,9) = 3. 01, 2 E8 A F= 1. 85< Foos (15,9) = 
3. 01 , 故 接 受 互 。 认 为 ai 不比 oi 大 . 

例 6 ”对 某 种 金属 的 熔点 作 了 四 次 测定 ,数据 (单位 ; CD) 如下: 

1269, 1271, 1263, 1265, 

假定 数据 服从 正 态 分 布 .在 显著 性 水 平 a= 0.05 下 ,检验 假设 测定 
值 的 均 方 差 不 大 于 2 是 否 成 立 . 

解 ” 设 熔点 X~N(pO) ,是 4 未 知 、 单 总 体 方差 的 假设 检验 ， 
ERBER H 2<<4,Hi: Í 224, a=0. 05 下 的 单 侧 检 验 . 

因为 2 一 4,Z 一 12. 67, S= 13. 3, Pr WA JR Ka a eiT sa = 
一 ,得 

3X13. 3 


X= 一 10. 


查 表 知 Xio(3) 一 9. 378, ZZ I. I °= 102> Xú. s (3) = 9. 378, 故 把 
绝 互 ,认为 测定 值 的 均 方 差 大 于 2 C. ` 

例 7 两 台 机 床 加 工 同 一 种 零件 ,分 别 取 6 个 和 9 个 零件 测量 
其 长 度 ( 单 位 :mm) ,计算 得 

S? 一 0.345， Si 一 0. 357. 

假定 零件 长 度 服 从 正 态 分 布 ， 是 否 可 认为 两 台 机 床 加 工 的 零件 尺 
寸 的 方差 无 显著 差异 (a 二 0. 05)? 

解 是 jn,p 均 未 知 、 双 总 体 的 方差 的 假设 检验 . 符 检 假设 
Ho:0 二 02 ,是 a 二 0.05 下 的 双 侧 检验 . | 

EHA Si=0. 345,S2=0. 357, Pr AARE it E F= SiS, 得 
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0. 345 
0. 357 


查 表 知 Fo 0zs C5,8) 二 4. 82,Foo1s(5,8) 二 1/Fo0.0s(8,5) 二 0.148, 经 
He 32 38] F. (5,8) =4. 82<F =0. 966<Fo.025 (5,8) =0. 148, 故 接 < 
ZH T NIL JI T BJ fF K oF K i 8 26 Se. 

例 8 某 实 验 室 有 A、B 两 种 仪器 ,测量 某 一 物体 长 度 ( 单 位 : 
mm)7 次 和 10 次 ,得 数据 如 表 8.12 所 示 . 在 a==0.05 下 ,能 否认 为 
仪器 B 的 精度 比 仪器 A BJ 38 EF 6? 

表 8. 12 


F = 0. 966. 


A | 97 102 103 96 100 101 100 


B |100 101 103 98 97 99 102 10 98 10l 


方差 小 的 精度 高 . EFRR Ho :0 >03, H: 0 Lo} ,是 单 侧 检 验 . 
计算 得 S: 二 6. 4762 ,Si 二 3.7778, 用 检验 统计 量 下 二 S$S1/S2, 得 


# 3 LE, | | (6,9)=3.37,2Ze 63 S F=—1.714< Fo Í c6,9)=3. 37, 
故 拒绝 五 ,认为 仪器 B 的 精度 比 仪 器 人 A Ps. 

例 9 对 两 批 同型 号 的 电子 元 件 各 抽取 6 件 进行 测试 ,得 电阻 
(单位 :0) 数 据 如 表 8.13 所 示 . 设 元 件 的 电阻 总 体 分 别 服从 
NC ol) IN (py03), 且 相互 独立 . 试 在 a 二 0.05 下 检验 两 批 元 件 
的 电阻 有 无 显著 差异 . 

表 8. 13 
A 批 | 0.140 0.138 0.143 0.141 0.144 0.137 
B#k 0135 0.140 0.142 0.136 0.138 0.141 

解 iF EB Ho: ya = p 但 由 于 oct +o; 未 知 , 考 虑 方差 齐 性 ， 
必须 先 检验 t 是 否 等 于 3, 故 提出 假设 右 ,:of 二 052, 是 双 侧 检验 . 

因为 
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x=0.1405, y=0.1387, S,=0.0027, S,=0. 0026, 
所 以 用 检验 统计 量 下 ==S?/Si, 得 


_ 0. 0027° 
0. 0026? 


= ]. 078. 


— — ] — 
ARAI Fo.o25 (5,5) =7. 15, Foos t55) Fs.5)™—0: 14, 


经 比较 知 0. 14<F—=1.078<7.15, W 3 万,, 认 为 两 批 电子 元 件 
总 体 的 方差 相等 . 

由 ci 一 0 一 5 但 of 未 知 的 条 件 , 检 验 两 总 体 均 值 是 否 相 等 ,可 
采用 检验 统计 量 了 ;等 检 假 设 妨 ,: y = y EAM E. 

用 检验 统计 量 


-YY .1 _ 
Ca 一 1D)3I 十 (一 1)52 /l,l1 
n, + n,—2 好] na 
得 
el =— _ 910 z 01387 .| 
| (6 — 1) X 0. 0027? + (6 — 1) X 0. 0026? 1,1 
6 十 6 一 2 6 6 


=]. 1763. 

查 表 知 t.oxs(12 一 2) 一 2.2281 ,经 比较 知 |: | =1.1763<to. 02s (10) = 
2. 2281 , 故 接 受 瓦 。, 认 为 两 批 元 件 的 电阻 无 显著 差异 . 

例 10 某 化 工厂 为 了 提高 一 种 化 工 产品 的 得 率 ( 质 量 分 
数 ,% ), 采 用 了 两 种 方案 ,进行 各 10 次 试验 , 测 得 数据 如 表 8. 14 所 
示 . 假设 得 率 服 从 正 态 分 布 , 试 在 a 二 0. 05 下 检验 甲 方案 得 率 是 否 
高 于 乙方 案 . 

表 8. 14 
H ] 68.1 62.4 64.3 64.7 68.4 66.0 65.5 66.7 67.3 66.2 
Z 169.1 71.0 69.1 70.0 69.1 69.1 67.3 70.2 72.1 67.3 

f pastroi 均 未 知 , 故 应 先 作 方差 齐 性 检验 . 符 检 假设 

万 :ci 一 地 ,是 ae 一 0. 50 下 的 双 侧 检验 (因为 此 时 不 保护 原 假 设 互 。， 
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故 aw 取 0.5). 
因 为 91 一 3. 3511, 9 一 2. 2244， ni 二 nN» 二 10， 
所 以 用 检验 统计 量 居 一 Si/S; 48 | 


AKHA F. (9,9)=0.629,F; (9,9)=1.59,ZeE EE Fo. (9,9) 
=0.629<F=1.51<F;ps (9,9)=1.59,W 32% 万 ,认为 两 种 方案 
得 率 的 方差 相等 . 

fE a= o; — 2 fB o 未 知 的 条 件 下 ,进行 两 总 体 均 值 的 假设 检 
验 PASTI Ho: >= u, Æ a==0. 05 下 的 单 侧 检验 . 

因为 ”x==65.96， y 一 69. 43， ni=n,=10, 
所 以 用 检验 统计 量 工 ,得 
65. 96— 69. 43 1 


(10 一 1)X3.3511 十 (10 一 1)X2.2244 /1 
10 十 10 一 2 10 10 


t = 


一 一 4. 6472. 
查 表 知 ts(18) 王 一 1.7341, 经 比较 知 上 一 一 4. 6472<to. 95 (18) = 
一 1.7341, 故 拒绝 五 ,, 认 为 乙方 案 比 甲 方 案 可 明显 提高 得 率 . 

例 11 某 农 业 试 验 站 为 了 研究 一 种 肥料 对 提高 农作物 产量 的 
效果 ,分 别 取 6 块 和 ?7 块 条 件 相 同 的 小 区 作对 比试 验 , 得 数据 如 表 
8.15 AR. 设 农作物 产量 服从 正 态 分 布 , 试 在 a 二 0. 10 下 检验 这 种 
化 肥 对 提高 农作物 产量 的 效果 是 否 显 著 . 

表 8. 15 
施肥 34 35 32 33 34 30 


不 施肥 | 29 27 32 31 28 32 31 


解 ” 是 u o Gl, G; 均 未 知 的 条 件 下 的 假设 检验 , 需 先 检验 
Ho:01 一 0i, 是 双 侧 检验 
因为 ni=6, ns 二 7， SI 二 3.2， .92 一 4， 
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所 以 用 统计 量 F=S1/52, 得 
3.2 
F' == 4 =, 8. 


查 表 知 Foos (5,6)=4. 39,F, (5,6y=— l =o. 202 ,经 比较 
| Fo os (6 ,5) 


ML Fà | (5,6)=0.202<F=0.8<F,, (5,6) 一 4. 39, 故 接受 万。, 认 
为 两 总 体 的 方差 相等 . 
检验 假设 态 ,: pn 志 jy, 是 方差 未 知 但 相等 条 件 下 的 单 侧 检验 . 
因为 = 二 33,3 二 30, 所 以 用 检验 统计 量 了 ,得 
33— 30 


1 
[enera rir 
6 十 7 一 2 6 7 
查 表 知 to.10(11) 一 1. 363, 经 比较 知 t1==2. 8282>t 10(11)=1. 363, 故 
拒绝 五 ,, 认 为 化 肥 对 提高 农作物 产量 的 效 采 是 明显 的 . 
例 12 从 茶 学 院 学 生 的 经 常 参 加 锻炼 和 不 经 党 参加 锻炼 的 男 
生 中 各 随机 抽取 50 名 , 测 得 平均 身高 (单位 :cm)zx=174. 34, y= 
172. 42. 设 身 高 服从 正 态 分 布 ,上 且 已 知 o 二 5. 35,0s; 二 6.11. 问 ;经 
常 参加 银 炼 的 学 生 是 否 高 于 不 锻炼 的 学 生 (a= 二 0. 05)? 
解 01 +G 已 知 , 所 以 不 必 作 方差 齐 性 检验 ,得 检 假 设 HHo:p 夺 
ps Hi: A o + ERMIR. 


t= = 2. 828. 


因为 
rx 二 174. 34, y=172. 42, n =n: = 50, o =D. 35, G, = 6. Il, 
、 及 一 了 ; 
所 以 用 统计 量 忆 = 一 一 一 一 ,得 


V ot /ni o;/n, 


= 174. 34—172. 42 _ 


5.352 6.11 
50 u 50 


# 3 Zo | l. 64 ,经 比较 知 x 一 |. 67—>- Zo. ss = 1. 64 , 故 拒 绝 互 。 认 
为 经 常 锻炼 的 学 生 高 于 不 经 党 锻炼 的 学 生 . 
此 例 再 次 说 明 ,方差 是 和 否 相 等 很 重要 ， 


1. 67. 
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第 三 六 总 体 分 布 的 假设 检验 


主要 内 容 


总 体 分 布 的 假设 检验 是 针对 分 布 本 身 , 而 不 是 针对 分 布 中 参 
数 的 检验 ,又 称 为 非 参 数 检 验 . | 

1. >° 拟 合 优 度 检验 法 

(1) 总 体 和 只 取 有 限 个 值 的 情形 ” 设 总 体 X 是 仅 取 有 限 个 
(BAP N ELE E EK A X X, Xn WS RU Ho: 
IK X By sf 3 P IX=¿)=P,., i==1,2,… Ë. 

由 皮尔 还 (K. Pearson) E MUJ 4i: 4 H, WAT , l n— coi , 
近似 地 有 检验 量 X 一 XX (CR 一 1). 

因此 ,对 于 给 定 的 显著 性 水 平 w, 如 果 


k |. — á 2 
p= 3 Sa), 
£= 1 : 


nE H. BUI H.. 

要 求 n 之 50,np: 宇 5. # np: <5, ME KA PR ,使 zz 之 5. 

这 里 ,频率 S/n 是 在 n 次 试验 中 ,事件 4; 出 现 的 频率 . 

(2) 总 体 X 取 无 限 多 个 值 的 情形 ” 设 总 体 的 分 布 函数 为 
PCz) ,Xi X,, X, 为 来 自 X 的 一 个 样本 ,检验 假设 Ho:F(z)= 
F (z) (sk f(z)= f,(>)2). 

由 皮尔 偿 定理 可 知 : 当 五 ,为 真 时 , 若 n 充分 大 (nn 之 50), 则 不 


论 总 体 X 属于 什么 分 布 ,好 一 > 人 二 他 总 是 近似 服从 


光一 + 一 1) 分 布 ,其 中 rv 是 被 估计 参数 的 个 数 . 
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因此 ,在 显著 性 水 平 a 下 , 当 
cd 一 Lengo -一 (一 r 一 1) 


时 ,拒绝 五 。, 和 否则 接受 

>4 np; —<5 EF, MAAKA ;使 np 25. 

2. 秩 和 检验 法 

秩 和 检验 法 是 一 种 用 样本 秩 代 替 样 本 值 的 检验 方法 ,用 来 检 
验 两 总 体 的 分 布 贤 数 是 否 相 同 . 

设 两 总 体 和 和 7 的 分 布 四 数 分 别 为 F(z) 和 FC(y),X!1, 关 ，,，…， 
X, 和 Yi，7:,，…，,Y。 分别 是 X 和 Y 的 两 个 相互 独立 的 样本 . 检验 假 
I H;j:F(Tz=)= F(y). 

(1) 将 样本 观察 值 按 由 小 到 大 的 次 序 编号 ,规定 数据 的 序数 
为 该 数 的 秩 . 

(2) 将 分 别 属于 第 一 总 体 和 第 二 总 体 的 样本 观察 值 的 秩 相 
加 ,得 到 第 一 样本 和 和 第 二 样本 的 秩 和 Ri F R.. 

(3) 取 容 量 小 的 样本 的 秩 和 为 检验 统计 量 工 . 

(4) 由 样本 容量 ni 和 ni 及 检验 水 平 a, 通 过 秩 和 检验 表 (a== 
0. 05), Æ t Cı 和 Cs. 

车 Cl 过 TT 二 C,, 则 接受 五 ,; 若 了 过 Ci 或 TT 之 C;, 则 拒绝 五。. 

注意 ,括号 内 数字 为 样本 容量 (n,n;), 插 号 下 的 两 对 数字 为 
临界 点 (对 应 不 同 的 犯 第 一 类 错误 的 概率 ) ,右边 小 数 为 犯 第 一 类 
错误 的 概率 . 

当 n1,ns 大 于 10 时 ,用 检验 统计 量 U, 此 时 


y| ut TED ina Cn, +n,+1) 


“一 12 


统计 量 为 
T—n (ni +n,+ 1) /2 


N nnn Fna + 1) /12 
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疑难 解析 


1. X’ 拟 合 优 度 检 验 法 的 基本 思想 是 什么 ? 
< x 拟 合 优 度 检验 法 的 基本 思想 是 :将 随机 试验 的 可 能 结 


REEE, TAk 个 互 不 相 容 的 事件 4 ;人 „An ED A=, 


AA; = Ø, i Æj G,j=1,2,-. b). EBRR H, 下 ,计算 概率 p= 
P(4;) (或 者 用 极 大 似 然 估 计 法 估计 pi). 在 n 次 试验 中 ,统计 事件 
A, 出 现 的 频率 ,比较 频率 fi/n 与 概率 pi( 或 p;). EH. 为 真 , 且 试 验 
次 数 很 大 时 kaka 与 概率 的 差异 应 很 小 . 由 此 提出 检验 统计 量 
= > — | 或 好 一 -5 Lanet] 

检验 假设 Ho. 

一 般 要 求 ” 之 50. 

2. 怎样 确定 她 拟 合 优 度 检验 中 的 fo(z)? 还 应 注意 哪 综 问题 ? 

答 。 F(x) 可 由 总 体 的 具体 情形 初步 确定 ,然后 用 极 大 似 然 
估计 法 估计 参数 的 值 ,用 估计 值 代替 参数 值 . 具体 的 做 法 是 :将 区 
间 (一 oo0, 十 oo) 分 成 个 互 不 相交 的 区 间 ( 一 co ,aij, Caia], 
Car- to (一 般 可 取 & 一 5 一 10); 再 求 出 落 在 第 : 个 小 区 间 内 的 
样本 值 个 数 f， (G4=1,2,…,k) ,得 到 频率 fi/n, 记 a| = oosa = 
十 oo; 然后 令 pi=F la) Flai) i=l, k AL Rit EER. 

还 应 注意 的 是 :(1) 若 总 体 分 布 含有 r 个 未 知 参 数 , 则 临界 值 
由 和 (一 > 一 1) 确 定 ;(2) 将 (一 ce ,十 ce) 分 为 上 个 区 间 的 分 法 是 任 
意 的 ,但 一 般 取 k=5~10. 当 分 布 是 对 称 时 ,区 间 也 最 好 取 为 对 称 
的 ;(3)2 JW 48 < m2>0) , , 则 临界 域 的 结论 较 可 靠 . 

3， 秩 和 检验 的 基本 思想 是 什么 ? 

答 ” 秩 和 检验 法 的 基本 思想 是 :取样 本 容量 小 的 秩 和 作为 统计 
量 工 ,根据 统计 量 的 值 来 求 检 验 问题 的 拒绝 域 . BR ZR - F| Pa Sh À 29; 
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两 个 样本 秩 和 总 和 Ri 十 RR 一方 Cn 十 ns) (my 十 ns 十 1). 当 Ho 成 立 
时 ,可 以 认为 两 独立 样本 实际 上 来 自 同一 总 体 , 因 此 和 X 和 了 的 值 出 
现在 排列 的 每 一 位 置 上 的 可 能 性 相同 . 故 样本 容量 小 的 样本 的 各 元 
素 应 分 散在 排列 中 ,集中 在 排列 前 边 或 后 面 的 可 能 性 很 小 ,所 以 秩 
AT 的 值 不 应 太 大 或 太 小 . FEST 较 大 或 较 小 时 ,拒绝 五. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


—. X° 拟 合 优 度 检 验 法 

x 拟 合 优 度 检验 法 检验 总 体 分 布 ,要 初步 提出 一 个 关于 总 体 
的 假设 ,这 一 假设 大 多 利用 极 大 似 然 估计 法 作出 ,但 也 可 以 借助 图 
形 ( 如 直方 图 上 端 连 线 ) 确 定 , 方 法 较 多 . 读者 应 多 看 一 些 参 考 书 
籍 ,提高 自己 的 能 力 . 

例 1 —K 8 FË r 100 次 ,得 结果 如 表 8. 16 所 示 , 在 a 一 0. 05 
F , S 393 4 Ek T E 8 >J 5J. 

38.16 
点 数 | 1 2 3 4 5 6 


频数 | 13 14 20 17 15 21 


R ”用 X RW TH AJ AR S  PIX=:;:)= pi i=1,2,",6. 
如 果 仍 子 是 均匀 的 , 则 p:=1/6, 1= 1 ;2，"… 6. f# S R z 
Ho: p :二 1/6. 


计算 检验 统计 量 光 一 > a T 
lle] 二 | 14 oj’ +[20— ce) 
本 


3. 2. 
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ERA Xios (6—1) =11. 071, 2 HE BA X= 3. 2 < Xto (5) = 
11. 071, W ik £ Ho A HRT E. 
H2 某 厂 近年 来 发 生 了 63 次 事故 , 按 星期 几 统 计 如 表 8.17 
所 示 , 问 :事故 的 发 生 是 否 与 星期 几 有 关 (e 一 0. 0527 
表 8. 17 
星 期 | 一 二 三 四 五 六 
频数 上 19 10 11 8 13 12 


B 设 X 为 事故 发 生 在 星期 1，z 一 1,2,…，6, 忆 (人 一 1 一 户 :. 
若 事 故 的 发 生 与 星期 几 无 关 , 则 pi; 二 1/6, i 二 1,2,… ,6. 符 检 假设 
H. p=1/6. 
计算 检验 统计 量 二 >) 一 zt 的 值得 


r=] 


æ =[[9- $] phos) + | 
+e- 5] +|13 一 全 二 [12 一 全 J> $ 


一 1. 67. 
ARA Xos (5)=11. 07,2 HERA y2= 1.67< Xó (5)=11. 07， 故 
接受 互 ,, 认 为 事故 的 发 生 与 星期 几 没 有 关系 . 

例 3 RER Mende) ARMEA Pl. 棵 吏 豆 株 统计 了 黄 
色 葛 豆 与 青色 吏 豆 颗 数 ,得 :黄色 天 豆 355, 青 色 更 豆 123. 重 德 尔 的 
理论 认为 , 青 、 黄 杖 豆 比 为 1 : 3. 试 在 a 二 0.05 下 检验 这 一 假设 . 

解 ” 设 P{ 黄 )= 一 3/4,P{ 青 )= 二 1/4. fyiS RW H. POGR)=3/4, 
P{ 青 }==1/4. 

计算 检验 统计 量 好 = >) L g 


i=] 
D (885—478x3/4" , (123— 478X 1/4)? 
E 478X 3/4 478X 1/4 


# 3 ML X | (1) =3. 841, 2 HE A y2= 0. 1367< X s (1) =3. 841, 
ES H AUJA DN P S 21 : 3 
. 416 ° 


一 0. 1367. 


例 4 某 船 厂 的 历史 资料 显示 ,生产 的 农用 船 销 往 A.B`C,.D、 
E 地 区 的 比例 为 20%% ,28% ,8 中 ,12% 32 站. 在 今年 生产 的 农用 船 
中 观察 了 500 稻 ,发 现 销 往 上 述 地 区 的 分 别 为 120,123,43,66,148 
MW , 试 在 ae 一 0. 05 下 检验 销售 比例 是 否 改 变 . 
解 ” 设 XX 为 销 往 五 个 地 区 事件 , 则 农用 船 销 往 不 同 地 区 的 概 
率 如 表 8. 18 所 示 FASE H P IX=¿; = b. 
表 8. 18 


0.20 0.28 0.08 0.12 0.32 


计算 检验 统计 量 阅 一 > S: CPD 的 值 ,得 
i=] 
g = 120—500 x0. 2)?  (128—3500x0. 28): 


500X90. 2 t 500 0. 28 
+ (43—500X 0. 08) | (66—500X0. 12): 
500X0. 08 500X 0.12 
+ (148—500X 0. 32y 
500 X 0. 32 
= 7. 789. 


ARA Xios (4)=9.488,2e EA X =7.789< X | (4) = 9. 488, 故 
接受 H. UAE H Ipl| 15 AFARA. 

例 5 从 总 体 X 中 抽取 一 个 容量 为 80 的 样本 ,得 频数 分 布 如 
下 表 8. 19 所 示 , 试 在 a 二 0. 025 FREH: X 的 概率 密度 


fe Ei 0<z<1， 
|o 其 它 . 
表 8. 19 
za | (0 汪 ] ( 二 二 ] (到 有 (333 
频数 6 18 20 36 


“417。 


L /4 2— (i— 1)? 
<< Dad 16 


i=1,2,3,4, 
待 检 假 设 HaX—foy= | 
0， 其 它 . 
列 计算 表 如 表 8. 20 所 示 . 算得 


入 一 3 J: Hir ne =]. 83. 
i=] i 


表 8. 20 


# 3 8] Xe ows(3) 二 9. 348, 经 比较 知 
y =]. 83—< y; u (3)=9. 348, 


故 接受 H 1, 5 X 的 概率 密度 为 
fr) = 2z, OLTI, 
T 0， EZ. 


例 6 考察 某 地 区 110 kV 电网 在 某 天 内 电压 的 波动 情况 , 记 
录 了 当天 的 100 个 电压 数据 (单位 :kV) ,经 分 组 整理 后 如 表 8. 21 
所 示 , 且 得 zx= 一 109.52,S 一 1.88. 试问 :该 电网 电压 是 和 否 服从 正 态 
分 布 (a 二 0.05)? 
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(一 co ,106. 55 | (109, 55,110.55]| 23 
(106. 55,107.55] (110. 55,111.55|]| 15 
(107. 55,108. 55 ] (111. 55,112.55]| 9 


(108. 55,109. 55 《112. 55 ,十 coj 


解 ” 依 题 意 , 待 检 假设 瑟 ,: 久 一 N (pj,0). Au 未 知 , 由 极 
数 , 所 以 待 检 假 设 刀 ,:X~N(109.52,1.882). 由 


“二 一 | 


pi:=P{ai <X=<a;) =Ë 一 中 


(¿=1,2, "t, 8;a|| = —°SO ,qa = 十 co )， 
将 计算 结果 列 于 表 8. 22 中 算得 


(fi—n pd 
X2 = > S> A =0. 937. 
表 8. 22 
1 0.016 
2 0. 109 
3 0. 391 
4 0. 015 
5 0. 365 
6 0. 001 
7 0. 015 
8 0. 025 
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因 为 & 一 8,7 一 2,& 一 ”一 1 一 5, 查 表 知 Xi o (5)=11. 071 .经 比较 
知 入 一 0. 937< 好 (5) 一 11.071, 故 接受 妃 。, 认 为 该 日 电网 电压 服 
从 正 态 分 布 N (109. 52,1. 882). 
` 例 7 为 了 考察 某 传呼 台 在 中 午 12 时 至 13 时 电话 呼 错 的 次 
数 , 统 计 了 200d 的 记录 如 表 8. 23 所 示 , 问 :在 显著 性 水 平 w 一 0. 25 
下 ,能 否认 为 总 体 服从 泊 松 分 布 ? 


表 8. 23 


u RBR H.: Xora) (A>0). 
用 极 大 似 然 法 估计 4= 及 ,计算 估计 值 ,得 


1 一 工 一 560X109+1X65+2X22+3X3+4X1)=0. 61. 


po=e-* EL 0, 543, 方 一 0. 331， 


29,—0.101, ps=0.021, p=0.004. 
又 n ps 二 0. 8 过 5, 与 p 合并 ,得 到 如 表 8. 24 所 示 结 果 . 算得 


2 
X= S Sorp o, 384. 


i=] n p 


表 8. 24 


(f,—n p 2 /n Pi 
0. 00147 


0. 02175 


0. 16039 


0. 2 


A RA y2 2s(4 一 1 一 1)= 二 Xs (2)=2. 773, A e R HI y2= 0. 384 < 
. 420 ° 


Xi as (2) =2. 773, W Z H., UKIE €; PF EE K 32 R ATB Ft r E. 

例 8 每 次 检查 产品 时 ,都 抽取 10 件 产品 来 检查 . 统计 100 次 
的 检查 结果 ,得 到 每 10 件 产 品 中 次 品 数 的 分 布 如 表 8. 25 所 示 , 试 
用 x 拟 合 优 度 检验 法 检验 次 品 数 总 体 匀 服从 二 项 分 布 (a= 
0.05)? 


3 8. 25 
次 品 数 > 0 1 2 3 4 5 =6 
频数 f. 32 45 17 4 1 1 0 


算 , 得 


(45+2X17+3X4+4X1+5X1) =z» 


~ 1 
zt 一 100 又 10 


His RB Ho: X~B10,1/10). 
P{X =i} =C X (1/10) X (9/10) ™, i=1,2,*-,10. 
为 了 使 n p; 宇 5, 将 zi 一 3,4,5 合并 ,于 是 & 一 4,r 一 1. HAr 的 观察 
值 ( 计 算数 据 不 再 列 出 ), 得 
2 - (J ;—n pi)? 
+ 一 之 n P: x 
查 表 知 Xo (4 —1—1)=5. 99, Z ER l X =l. 69< Xú os (2) = 
5.99, 故 接受 五 ,, 认 为 10 件 产 品 中 的 次 品 数 服 从 二 项 分 布 
B(10,1/10). 
例 9 在 x 二 3.14159… 的 前 800 位 小 数 中 各 数字 出 现 的 次 数 
如 表 8. 26 所 示 ,试用 入 拟 合 优 度 检验 法 检验 各 数字 的 分 布 是 否 服 
从 均匀 分 布 (a 二 0.05). 


1. 69. 


表 8.26 
# |o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
频数 |74 92 83 79 80 73 99 75 76 91 


解 U X jg x 的 小 数 部 分 出 现 的 数字 ,P(X 二 1} 二 pi, i= 
。421 ° 


0,1,…,9. 厅 XX 服从 均匀 分 布 , 则 p,;=1/10, 故 待 检 假 设 
Ho: P ;=1/10, 1 二 0,1],*'* ,9. 
列 出 计算 结果 如 表 8. 27 所 示 . 算得 


入 一 s; neo =5. 125. 


一 1 P: 
表 8. 27 
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Í 74 92 83 79 80 73 9 75 76 91 
|fi—npi|| 6 12 8 1 0 7 3 5 4 1 
Sione 0.45 1.80 0.1125 0.0125 0 0.6125 0.1125 0.3125 0.20 1.5125 


查 表 知 Xios (0—1) =16. 919, 2 ERA X =5. 125< Xos (9) = 
16. 919, 故 接受 五 ,, 认 为 7 的 小 数 部 分 各 数字 的 分 布 服从 均匀 分 
布 . 

例 10 某 运 动员 用 手枪 对 100 个 靶 各 射击 10 发 子弹 ,记录 射 
击 的 结果 如 表 8. 28 所 示 ,试用 X? 拟 合 优 度 检验 法 检验 射击 结果 是 
否 服从 二 项 分 布 (a 一 0. 05). 

表 8. 28 
命中 枪 数 |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 


W 数 10 2 4 10 22 26 18 12 4 2 0 


R wim H 632 X— BO, p), a mR 
b =È A p), k=0,1,.… ,10. 
HKR , p =X/n=5/10=0. 5. 因为 np; 应 不 小 于 
5, 将 0,1,2 和 8,9,10 合并 ,因而 有 N=6. 列 出 计算 结果 如 表 8. 29 
所 示 . 算得 
一 六 Ç PPO —0. 879. 


i=l 
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表 8. 29 


] 0. 045 
2 0. 247 
3 0.110 
4 0. 080 
5 0. 305 
6 0. 008 
T 0. 084 


查 表 知 Xaos (7—1—1)=11. 071,2 E$ | 2—= 0. 879< xš o (5) = 
11. 071 , 故 接 受 Ho AABE 3J n Ath dh rR 40 38 BR J — RA. 
例 11 在 一 批 灯泡 中 做 寿命 试验 ,其 结果 如 表 8. 30 所 示 . 在 a 
=0.05 下 , 待 检 假 设 互 ,, 灯 泡 寿 命 服 从 指数 分 布 
0. 005e ° 003. i 之 0， 
f G)= 
0, t— 0. 
3 8. 30 


Et [0,100)  [100,200) [200,300) L300, +00) 


个 数 121 78 43 58 


解 FRR H. :X— (<). 


当 五 。 为 真 时 ,可 算得 
a 3 
p=| fdt, 1=],2,;3, b =1— >p. 
a] ‘= 
查 表 知 Yi os (4—1)= X o5 (3)=7. 815. 


° 423 ° 


因为 
1 一 34300， pı =Q. 394, p: = 0. 239, p= 0. 145, p 一 0， 222, 


列 x 检验 计算 结果 如 表 8. 31 所 示 , 算 得 


4 
(f, —nb, 3° 
y = — =]. 754. 

2 np. 


表 8.31 


115. 2 


[ 0,100) 121 0. 0663 
[100,200) | 78 .6 . 0. 573 
[200,300) | 43 0. 004 
[300,+ co) | 58 1.111 


经 比较 知 X¥= 二 1.754 过 X20os (3)=7.815, W JE S H, AAGA 
服从 指数 分 布 . 

例 12 SPEAR EPAR RA, ERRER 个 , 记 
录 红 球 的 个 数 z, 然 后 放 回 ,再任 取 3 个 ,记录 红 球 的 个 数 然 后 放 
[B]. 如 此 重复 进行 了 112 次 ,其 结果 如 表 8. 32 所 示 ，, 试 在 a 一 0. 05 
下 检验 假设 瑟 ,:z 服从 超 几 何 分布 . 即 待 检 假 放 
Cici 


C? , k=0,1,2,3, 


H: Pir=k} 一 


红 球 的 个 数 为 5. 


表 8. 32 


红 球 个 数 0 1 2 3 
次 数 1 31 55 29 


解 ” 行 检 假 设 


£C3—* 
H..PIr=ky= 2 s 


Cs 


，R 一 0,1，2，3， 
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、 . CC 
作 估 计 P 7 rs: ， 1=0,1,2,3, 
8 
得 po 二 0.066， pl 二 0.2678， p:=0.5371, ps 二 0. 1785. 


$I] x° ARRARAS. 33 所 示 ,算得 


x=>) Sh Serea —]. 667. 


A R Xo (3—1) =5. 991, 经 比较 知 光 二 1. 667 < Xú. s (2) = 
5. 991 , 故 接受 互 。 认 为 红 球 个 数 为 5. 


表 8. 33 


二 、 秩 和 检验 法 

秩 和 检验 要 注意 的 是 ,一 定 要 分 清 哪 类 样本 容量 小 ,计算 其 
秩 . 其 次 ,在 两 组 临界 值 中 ,通常 取 犯 第 一 类 错误 概率 较 小 的 一 组 . 

例 13 对 染料 的 某 种 成 分 进行 了 两 次 测定 ,分 别 测试 了 8 B 
和 6 瓶 样本 ,得 数据 如 表 8. 34 所 示 , 问 :这 两 次 测定 有 无 显 着 差异 
(ax 一 0. 05)? 

表 8. 34 
第 一 次 |2.36 3.14 7.52 3.48 2.76 5.43 6.54 1 .41 


第 二 次 | 4.38 4.25 6.54 3.28 7.21 6.54 


E FRIRE Ho:Fı (r) =F). 
将 样本 值 按 由 小 到 大 的 次 序 排列 ,确定 每 个 样本 值 的 秩 . 因 第 
二 次 样本 容量 较 小 ,计算 其 秩 . 将 表 8. 35 中 有 下 画 线 数据 的 秩 ( 属 
于 第 二 个 样本 ) 相 加 (相同 的 值 , 取 秩 的 平均 值 ) ,得 第 二 样本 的 秩 
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和 
了 一 4 十 6 十 7 十 10 十 10 十 12 王 49. 
由 a 二 0.05,m 二 8,n2 二 6, 查 秩 和 检验 表 , 得 7 二 29,T, 二 61. 显然 
29< 过 49 过 61, 故 接受 态 ,, 认 为 两 次 测定 无 显著 差异 . 
表 8. 35 
数据 | 2.36 2.76 3.14 3.28 3.48 4.25 4.38 
7 


 ———F 


Pk 1 2 3 4 9 6 
数据 | 5.43 6.54 6.54 6.54 7.21 7.41 7.52 
秩 8 10 10 10 12 13 14 


注意 , 当 m n 大 于 10 时 ,不 能 在 表 上 查 出 . 此 时 可 用 U 检验 
法 ,因为 T~N| nn 二 1) ,Cm 十 nz 二 1) ,所 以 其 检验 统 
计量 为 


T—nm(m 二 ns 十 1)/2 


U = ~N (0,1), 
V nin, (ny +n: + 1)/12 
拒绝 域 为 lu | —> an. 
本 例 中 u=, 52< Zo. o2 = 1. 96 ,所 以 接受 H, PJ WL 


与 秩 和 检验 结论 一 致 . 

例 14 某 药 厂 生产 了 一 种 新 药 , 经 过 某 医 院 临 床 试验 ,对 服用 
此 药 的 5 个 病人 和 不 服用 此 药 的 4 个 病人 进行 跟踪 调查 ,得 到 病人 
存活 时 间 ( 单 位 :年 ) 如 表 8. 36 所 示 , 试 确定 此 药 是 否 对 疾病 有 抑 
制作 用 (a==0. 05). 


表 8. 36 


解 ” 设 总 体 X 和 7 分 别 为 服药 与 不 服药 病人 存活 时 间 , 得 检 
和 假设 Ho: = peo s H i : 2 o 
将 数据 按 大 小 排列 ( 见 表 8. 37) ,并 取 秩 求 秩 和 . H 8. 36 A 
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得 秩 和 和 卫 二 10, 查 表 知 T= 二 12, 显然 ,10<12, 故 拒绝 如。 认为 此 药 
确 有 抑制 作用 (存活 时 间 y >p). 


表 8. 37 
数据 | 0.8 0.8 13 2.2 3 3.9 4.2 44 5.1 
秩 1 2 3 4 5 6 7 8 9 


例 15 表 8.38 给 出 了 两 个 地 区 成 年 居民 血液 中 胆固醇 含量 
的 数据 ,试用 秩 和 检验 法 检验 两 地 区 成 年 居民 中 血液 胆固醇 含量 
是 否 有 显著 差别 (a 二 0.05). 
| 表 8. 38 
地 区 一 | 403 244 253 235 319 260 


地 区 二 | 403 311 269 336 259 


解 ” 设 总 体 和 ,7 DIER Hb X — . d KJ ES rit #g ri HH sj Bz 
含量 指标 , 符 检 假设 Ho: pa = p>. 
将 数据 按 大 小 排列 ( 见 表 8. 39) , 取 秩 , 求 秩 和 . 算得 
本 二 4 十 6 十 7 十 9 十 10. 5 一 36. 5. 
表 8. 39 
数据 | 235 244 253 259 260 269 311 319 336 403 403 


P 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10.5 10.5 


EZAT, =20,T:=40. 显然 ,20<<36. 5<40, 故 接受 万 ,认为 两 地 
区 居民 血液 中 胆固醇 含量 指标 无 显著 差异 . 

例 16 ”为 了 解 甲 、 乙 两 班 工人 的 劳动 生产 率 , 通 过 随机 抽样 到 
得 ,如 表 8. 40 所 示 , 试 在 c=0. 05 下 ,检验 甲 、 乙 两 班 工人 劳动 生产 
率 是否 有 显著 差异 . 

R 8. 40 
甲 班 | 28 33 39 40 41 42 45 46 47 
乙 班 | 34 40 41 42 43 44 46 48 49 52 
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解 ” 设 总 体 及 与 Y 分 别 表示 甲 、 乙 两 班 工人 的 劳动 生产 率 指 
ER o f$ S TE Dr Ho : = po. 
将 数据 按 大 小 排列 ( 见 表 8. 41), 取 秩 , 求 秩 和 . 算得 
了 一 1 十 2 十 4 十 5.5 十 7.5 十 9.5 十 13 士 14.5 十 16 一 73， 


表 8.41 
甲 | 28 33 39 40 41 42 45 46 47 
© 34 40 41 42 43 44 46 48 49 52 


l1 2 3 4 557595 11 12 13 14.5 16 17 18 19 


查 表 知 (ni sna) = (9, 10) , 得 (Ti, T; ) = (69, 111). 显然 69< 73 —< 
111 KZH UAR Z WIBET À 23 2E PS 3 TR bn 12 8 W 3 2 
S. 

例 17 分 别 从 两 个 球 队 中 抽查 了 部 分 队员 行李 的 重量 (单位 ， 
kg) ,得 数据 如 表 8. 42 所 示 . 设 两 样本 独立 , 且 1 队 、2 队 队 员 行李 
重量 总 体 的 密度 至 多 差 一 个 平移 . 记 两 总 体 的 均值 分 别 为 Ha s o 5 
试 检验 假设 (a 二 0. 05)Ho: p1 = pzs Hi: n < He. 

表 8. 42 
1 BÁ 1 34 39 41 28 33 


2 队 136 40 35 31 39 36 


R RRB H: =,  H.: A < z. 
将 数据 按 大 小 排列 ( 见 表 8. 43), 取 秩 , 求 秩 和 . 算得 
T= 二 1 十 3 十 4 十 8. 5 十 11 = 二 27. 5. 
表 8. 43 
数据 |28 31 33 34 35 36 36 39 39 40 41 


fk } 2 3 4 5 66.5658585 10 11 


(nisn) = (5,6) , 查 表 知 (T T) 一 (20,40). 显然 ,20<<27. 5< 40, 
WZH T NW IK E B 412 R E i: f RAAR. 
例 18 A.B 两 机 床 生产 同一 种 零件 , 测 得 长 度 ( 单 位 :mm) 如 
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表 8. 44 所 示 ，, 试 用 秩 和 检验 法 检验 两 机 床 生产 的 零件 的 长 度 有 无 


显著 差异 (a 二 0. 05). 
家 8. 44 


A 120.54 27.33 29.16 21.34 24.41 20.98 29.95 17.38 21.74 31.72 
B |26.27 25.09 21.85 23.39 18.41 22.60 24.64 13.62 11.84 12.77 


解 ” 设 A\B 两 机 床 生产 的 零件 总 体 分 别 为 Xx 和 Y. 待 检 假 设 


Ho: p= p. 

将 数据 分 别 按 大 小 排列 ( 见 表 8. 45), 取 秩 , 求 秩 和 . 

表 8. 45 

A 17.38 20.54 20.98 21.34 21.74 
Bi 11.84 12.27 13.62 18.41- 21. 85 
秩 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 19 
A 24.41 27.33 29.16 29.95 31.72 
Bi 22.60 23.39 24.64 25.09 26.27 


秩 | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 


n =n: =10, TERA. B 为 样本 ,不妨 选 A, 则 秩 和 了 全 三 121. X 
Cnisn:) = (10,10),& &% (T, ,T,)= (83,127). 8 #R ,83<121—< 
127 , 故 接受 H V SW SLK EP PJ SF IF K RE X W 3 25 Fe. 

例 19 为 了 解 甲乙 两 厂 产 品 的 质量 ,对 其 平均 质量 指标 进行 
了 抽样 检测 , 抽 得 甲 厂 ( 指 标 p) 样 品 150 个 , 乙 厂 (指标 pz) 样 品 130 
个 ,算出 乙 厂 秩 和 工 二 20306. Æa=0. 05 下 , 试 检验 假设 人 H,: 4 = 
zs Hai: p E He | 

解 nn 二 150,n, 二 130, 工 一 20306.n1,ns 很 大 ,不 能 查 表 . 用 检 
验 统计 量 ( 见 例 13) 


U= V3 [2T—m(ntnt1) /Vnn(n +-n,+1) 


得 u= V3(40612 一 130X281)/ /150X130X281=3. 0214. 
而 查 表 知 Zu os 一 1.96, 经 比较 知 3. 0214>1. 96, WIE H, |. 28 


pa < o. 
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例 20 表 8. 46 给 出 A.、B 两 种 型 号 的 计算 器 充电 后 所 能 使 用 
的 时 间 ( 单 位 :h). 设 两 样本 独立 , 且 数 据 所 属 总 体 的 密度 至 多 差 
一 个 平移 ,试问 :能 否认 为 A 型 计算 器 充电 后 使 用 时 间 比 B 型 的 计 
算 器 长 (a==0. 01)? 

表 8. 46 
A |5.5 5.6 6.3 4.6 5.3 5.0 62 5.8 5.1 5.2 5.9 
B |3.8 4.3 4.2 4.0 4.9 4.5 5.2 4.8 4.5 3.9 3.7 4.6 
解 ” 待 检 假 设 
Ho: a= He» H: a> He. 
将 数据 分 别 按 大 小 排列 ( 见 表 8. 47) , 取 秩 , 求 秩 和 . 算得 
本 二 9. 5 十 13 十 14 十 15. 5 十 17 十 18 十 19 十 20 十 21 十 22 十 23 一 192. 
表 8. 47 
数据 | 3.7 38 39 40 42 43 45 45 46 46 48 4.9 


# | 1 2 3 4 5 6 75 75 95 95 1 12 
数据 | 5.0 51 52 52 53 55 56 58 59 62 6.3 


Qum è — c —maan 1 — — — a  —nÉ a a: e ëM Y = aə s<=s— 


Æ | 13 14 15.5 15.5 17 18 19 20 2 2 23 


X nı (ni Hn: +1)/2=132, nyn: mı tn: +1)/12=264. 
计算 检验 统计 量 U 的 值 ( 因 sn:>10),44 

_ 192—132 __ 
= T 一 
查 表 知 Zo.o 二 2. 33, 经 比较 知 w 二 3. 69>Zouo 一 2.33, 故 拒绝 五 。 认 
为 A 型 计算 器 充电 后 使 用 时 间 比 B 型 计算 器 使 用 时 间 长 . 
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硕士 研究 生 入 学 试题 分 析 


一 、 本 章 考 试 要求 
1 理解 显著 性 检验 的 基本 思想 ,掌握 假设 检验 的 基本 步 号 ， 
了 解 假设 检验 可 能 产生 的 两 类 错 讼 . 
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2. 掌握 单个 及 两 个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 假设 检验 . 

二 、 本 章 的 重点 内 容 _ 

假设 检验 (单个 或 两 个 正 态 总 体 的 均值 和 方差 ) ,确定 检验 统 
计量 并 进行 假设 检验 . 

1. 设 X, 入 , X, 是 来 H JF £ Ë, IK N (u, 0 ) 的 简单 随机 样 
本 ,其 中 参数 4 和 未知. 记 一 二 >)Xi,Q* 二 >) (Xi 一 叉 )*, 则 候 
WW H. = 0 的 工 检 验 使 用 统计 量 . (1995 年 四 ) 

解 了 一 (又 一 上 /CSAN n ) ,化 为 


Sr “ " 2; i 
=r Vnca—1)/ | > (X —XX:=x VvV n(n—1)/Q&. 
(Saai i 


2. 设 某 次 考试 的 考生 成 绩 服从 正 态 分 布 , 从 中 随机 地 抽取 36 
位 考生 的 成 绩 , 算 得 平均 成 绩 为 66.5 分 ,标准 差 为 15 分 . 问 : 在 显 
著 性 水 平 0.05 下 ,是 否 可 以 认为 这 次 考试 全 体 考 生 的 平均 成 绩 为 
70 分 ? 并 给 出 检验 过 程 . 表 8. 48 E, FASE P (tm )<t,m))= a. 


表 8. 48 
wa. — 0. 95 0. 975 
n ' 
35 1. 6896 2. 0301 
36 1. 6883 2. 0281 


(1998 年 一 ) 
解 ” 设 考生 成 绩 X~N(psaz) ,样本 容量 2 一 36,z 一 66. 5,5S 二 
15, S Bi Ho: = 70. 
AA 未知, 检验 jy 用 了 T 检验 法 ,得 
Izl =|z—70|X vn/S=|66.5—70|X6/15=1. 4. 
AHA toos (36— 1) = tos (35) = 2. 0301,2 I$ HI l| =1.4< 
fo.025《35) 二 2.0301, 故 接受 五,, 认 为 平均 成 绩 是 70 分 . 
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第 九 章 ”方差 分 析 与 回归 分 析 


第 一 帮 方差 分 析 


主要 内 容 


方差 分 析 (analysis of variance) 是 对 试验 的 结果 进行 分 析 , 鉴 
别 不同 因 素 对 试验 结果 影响 大 小 的 一 种 有 效 方法 ,是 英国 统计 学 
家 费 舍 尔 (R.A. Fisher) 最 先 提 出 并 使 用 的 . 


一 \ 单 因素 试验 的 方差 分 析 
影响 试验 指标 的 条 件 称 为 试验 的 因素 ,只 有 一 个 因素 在 改变 
的 试验 称 为 单 因 素 试 验 . 


因素 所 处 的 状态 称 为 因素 的 水 平 . 设 试 验 的 因素 有 s 个 水 平 
Ai,A4;,"… ,4,, 和 在 各 个 水 平 4; (二 1 ,2,…,s) 下 的 样本 zx1j, Tyt, 
TABES HAX ~N (po ), 且 相互 独立 ,其 中 ,0 未知. 在 正 
态 总 体 和 方差 齐 性 (o* 相同 ) 前 提 下 ,提出 每 检 假 设 

H: 内 一 … 一 人 一 上 ， Hz 不 全 相等 . 

样本 观察 值 如 表 9. 1 所 示 . 

记 志 ,为 第 j 个 水 平 下 第 i 次 试验 的 结果 . 

n= xn Tn + "+n, 


s p z. = Dz, (7=1,;2,`" s), 
j i=1 


J 


T. = D z;=n;z.; (7=1,2, °": ;31) ， 
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A, A, A 
Tı 112 Tı 
T21 T22 T2 
之 ml Tn,? Tns 
样本 总 和 T 1 T 2 T 
样本 均值 1.1 x 2 T P 
总 体 均 值 Aa Ha se p: 


=D > no, 称 为 数据 总 平均 


T= 5> Sr =nz, u=} Y n RA 8339. 
j=1 i=l j=] 


Or = SS aa 称 为 总 变 差 平方 和 . 
j=1 i=} 
s= 5151G. —zy= >n E.E 称 为 效应 平方 和 | 


S £= > > (zi 一 工 . D 称 为 误差 平方 和 . 


存在 关系 Sr=Sa t Se. 


S S Š 
H ota, otas), ERG), 


E(Se)=(n—s)o*, E(S4)=(s—1)0. 

Sa 5 S: 相互 独立 . 选择 统计 量 

Sa/(s—1) 

F= S 75) 
检验 的 拒绝 域 为 F 宇 F.(s 一 1,n 一 s) (a 为 显著 性 水 平 ). 

单 因素 试验 方差 分 析 表 ( 见 表 9. 2) 反 映 了 方差 分 析 的 结果 . 
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—F(s—1 ,n—s). 


3 9. 2 
方差 来 源 | 平方 和 自由 度 均 3 Fu 结 论 


HRA SA s— 1 A= Sa/(s— 1) F=Sa/SE 
误差 SE n—s SE=SE(n—s) 
总 和 和 Sr n— 1 


二 、 双 因素 试验 的 方差 分 析 

有 两 个 因素 4,B 作用 于 试验 的 某 一 指标 . 因素 4 有 > 个 水 平 
AA... A. ARB 有;s 个 水 平 B1,B,,…,B,, 对 因素 A,B 的 水 平 
的 每 对 组 合 (4;,Bj)) ,i 二 1,2,…,r B; =1,2,- ,s 做 试验 . 按 试验 
次 数 分 为 无 重复 试验 和 等 重复 试验 . 

1， 双 因素 无 重复 试验 的 方差 分 析 

对 因素 A,B 的 水 平 的 每 对 组 合 (A;,B)j) 只 做 一 次 试验 的 方差 
分 析 称 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 . 将 试验 数据 列 于 表 9. 3. 

表 9.3 


I ry N (g; G°) ,是 从 正 态 总 体 N (g; | G°) 中 抽 得 的 容量 为 1 
的 样本 , 且 相 互 独 立 . 其 中 


k= 4 二 a 二 pb;, 2 一 | ,2 sr H 7 一 1,2，… TE. 


a 称 为 因素 4 在 水 平 4 的 效应 ,8; 称 为 因素 B 在 水 平 B, 的 效应 


作假 设 人 How: 二 a;= 二 …= 二 a, 二 0, 叉 假设 Hos: 有 Bl 二 Bi=="…==B, 二 
0, 
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则 s= 5) Dz) 
称 为 总 变 差 平方 和 ; 


S$4=s > Gi. — zr), Sg=r > G. — 

称 为 因素 .4,B 的 效应 平方 和 : 

Se= 2, 2 C; — i. rz. +z) 
称 为 因素 A, B 的 误差 平方 和 . 

“Hoa HA, 
_ da/ r—1) 

′ S;#/[G@—1)(s—1)] 
在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 域 形 式 为 

FIaZF,(Gr—1),(s—1)(>—1)). 

当 五 。 为 真 时 ， 

Sg/(s— 1) 
S#z/[Gr—1)(s—1)] 
在 显著 性 水 平 a 下 ,拒绝 域 形 式 为 

F Z F,((s—1),G@—1)(s—1)). 

表 9%.4 是 双 因 素 无 重复 试验 方差 分 析 表 . 


F —F(G—1),(s—1)(r—1)), 


F £= —F((Gs—1),G@G—1)(s—1)), 


39.4 f 

J 22 3 Win Jy A 自由 度 均 È Fe ”结论 
ARA Sa r— 1 SA=Sa/(r—1) FA= Sa/SE 
B | Ss 5 一 ] Ss=Ss/(s—1) Fp=SB/SE 


误差 SE (r—1)(s—1) SE=SE/(r—1)(s—1) 
总 和 Sr rs— 1 
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2， 双 因素 等 重复 试验 的 方差 分 析 
对 因素 A, B 的 水 平 的 每 对 组 合 (4;,B,;) 都 作 相 同 次 数 重复 试验 
的 方差 分 析 称 为 双 因 素 等 重复 试验 的 方差 分 析 , 数 据 如 表 9.5 所 示 . 
表 9.5 


Zy. = Uman i1=1,2, r FL /=1,2,: so 


记 . LY Yra 1 一 ]， 2，… 75 
DR j=l, PA 
而 总 平方 和 及 其 分 解 式 为 


S r= > > > Criar) 9 


i=] j=1 =] 


Sr= Sa 十 Sg 十 Sag 十 DE. 


其 中 Se= SISI Si Cria — Ey. )?, 


i=] j=1 #=1 
r 
— —N 2 
= st > (Xi. .— r)", 
{二 1 


Sp=rt > (%.;. —r)?, 


j=l 


St 2) D Gy 一 元. .Xj H). 


i=] j= 
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Sas 称 为 A,B 的 交互 效应 平方 和 . 

待 检 假设 

Ha :ai 一 a 一 … 一 一 0 a 是 水 平 4 的 效应 ) 
H. :B,= 0,=---= 0 = 0 (ñ, ERKE L; 的 效应 )， 


HaÍ :Yiu =r == =Y,=0 (Z; jz A; #l B, 的 交互 效应 ) 
4Ha NAR, 
— Sa/ (7r—1) _ 

GD) 
拒绝 域 为 F,Z F,((r—1),rs(t—1)2). 

4H AHH, 

Saf (S— 
5 一 可 一 PCG 一 DrsG 一 1))， 

拒绝 域 为 Fa2F,(G—1),rsG—1))2. 

4 Ho HANT, 


S, /LGr—1)(s—1) J 
Sr/lrs(t—1)| 


分 析 结 果 列 成 双 因 素 等 重复 试验 方差 分 析 表 ( 见 表 9. 6). 


EF aB = —F((s—1)Gr—1),rs(#—1)). 


3 9. 6 
方差 来 源 平 方 和 HHE 均 J Fy 绪论 
ARA SA r—i Š A= Sa/ r— 1) Fa=514/5e 
HAB Sp s— Í S a = Sp/(s— 1) Fp=Sp/SE 


交 百 作用 | Sas (rr 一 1)(s 一 1]) SABg=SAB/G(r—1)(s—1) Fis=S Sas/SE 
误差 SE rs(i— 1) Sr=SE/rs(t— 1) 
总 和 Sr rst— 1 


疑难 解析 


L 怎样 区 分 所 讨论 的 问题 是 方差 分 析 还 是 回归 分 析 ? 
答 ”方差 分 析 与 回归 分 析 都 是 考察 所 研究 的 某 一 指标 与 试验 
因素 (条件 ) 的 关系 的 . 方差 分 析 考 察 的 是 因素 对 指标 的 影响 是 否 
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显著 ,而 回归 分 析 考 察 的 是 因素 的 取 值 与 指标 的 取 值 存在 一 种 什 
么 样 的 相关 关系 . 

因素 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 属性 的 ,一 类 是 数量 的 . 属性 的 
因素 一 般 无 数量 大 小 可 言 ,只 是 性 质 的 不 同 , 如 种 子 的 品种 、 机 器 
的 型 号 、 材 料 的 品质 、 加 工 的 工艺 等 等 . 数量 的 因素 可 以 在 一 定 范 
围 内 取 值 ,如 人 的 身高 .体重 ,试验 的 温度 ,产量 ,产品 的 合格 率 等 
等 . 也 有 本 来 是 数量 而 属性 化 的 ,如 施肥 量 可 以 是 某 个 数量 ,但 有 
时 将 它 局 限 在 某 些 范围 内 而 分 为 高 .中 、 低 几 个 层次 ,就 属性 化 了 . 

当 所 考虑 问题 的 因素 是 属性 的 时 ,问题 属于 方差 分 析 的 范畴 ; 
当 所 考虑 的 因素 是 数量 的 时 ,问题 属于 回归 分 析 的 范畴 . 

2， 方 差分 析 的 依据 是 什么 ? 

E 方差 分 析 的 种 类 很 多 . 在 不 同类 型 的 方差 分 析 中 ,因素 可 
以 增加 或 减少 ,数据 结构 可 以 发 生变 化 .但 是 以 下 三 个 重要 的 假定 
是 不 变 的 . 

(1) 正 态 性 假定 有 了 正 态 性 假定 后 ,数据 AARE 
N (u, o°) ,由 此 求 得 的 各 种 离 善 平方 和 (如 比值 Sr/c — X° 分 布 ， 
从 而 定义 下 分 布 函 数 .没有 正 态 假定 ,就 没有 X 分布, 也 没有 Ff 分 
布 与 统计 推断 . 

(2) 方差 齐 性 假定 ”假定 数据 zi 来 自 方差 为 of 的 正 态 总 体 ， 
只 有 这 样 才 能 在 相同 的 条 件 (c 相等) 下 来 分 析 问 题 . 考察 指标 的 
变化 , 才 可 以 建立 统计 假设 五 ,, 才 有 方差 分 析 检 验 ， 

(3) 线性 假定 ”线性 假定 指数 据 zi; 的 取得 仅 通 过 线性 运算 ,这样 
才 可 以 把 数据 z;; 当 线性 模型 处 理 , 也 才 可 以 施行 方差 分 析 方 法 . 

在 大 数 定律 和 中 心 极 限定 理 下 , 正 态 性 假设 是 易于 确立 的 . 数 
据 的 线性 假设 也 符合 实际 ,易于 成 立 , 但 是 ,方差 齐 性 假设 不 易 确 


立 .例如 对 于 二 项 分 布 来 说 ,其 样本 的 方差 S$’ 二 全 + 一 全 随 p 而 变 


化 ,对 于 不 同 组 数据 ,很 难保 持 方 差 齐 性 ,所 以 第 常用 数据 的 变换 
来 实现 . 由 于 其 计算 比较 复兴 ,本 书 不 加 叙述 
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在 方差 分 析 中 ,三 个 假定 缺 一 不 可 ,否则 方差 分 析 就 失去 了 依 
据 . 在 疑难 解析 问题 4 中 将 提 到 ,方差 分 析 可 认为 是 :检验 的 发 展 ， 
而 对 两 个 总 体 均值 差 在 方差 未 知 时 的 检验 正 是 在 正 态 总 体 、 方 差 
齐 性 (of 一 0 二 07?) 、 线 性 数据 的 假定 下 进行 的 ,可 见 两 者 十 分 一 致 

3. 方差 分 析 中 所 考虑 因素 的 多 少 是 怎样 确定 的 ? 

< “在 实际 问题 中 ,影响 指标 的 因素 往往 是 很 多 的 ,这 就 需要 
根据 问题 的 性 质 , 对 问题 的 了 解 和 研究 的 规模 确定 因素 的 取舍 , 即 
只 研究 其 中 哪 几 个 (或 一 个 ) 因 素 ,将 因素 分 几 个 水 平 ,怎样 区 分 水 
平 .为 了 研究 方便 且 突 出 结论 ,一 般 只 让 一 个 或 两 个 因素 变化 ,而 
把 其 它 因 素 固 定 起 来 . 这 样 观察 和 分 析 指 标的 变化 和 因素 的 影响 ， 
就 得 到 单 因素 和 双 因 素 方差 分 析 . 

4. 方差 分 析 与 1 检验 有 什么 关系 ? 

答 ”方差 分 析 是 由 t 检验 发 展 来 的 ,它们 都 是 检验 几 个 总 体 
的 平均 数 是 否 来 自 同一 正 态 总 体 的 可 信 程度 的 . 

当 因 素 的 水 平等 于 2 时 ,方差 分 析 检验 与 了 检验 是 一 致 的 . 当 
因素 的 水 平 ( 单 因素 ) 等 于 2 时,F 统计 量 的 第 一 自由 上 度 是 1,Ff 分 
布 表 中 的 FF 值 与 1 分 布 表 中 的 : 值 存在 平方 根 关系 , 即 tn) = 


VF.(1,1). 这 说 明 t 函数 的 平方 是 一 个 下 函数 .但 是 上 检验 只 适合 
水 平等 于 2 的 情形 ,而 方差 分 析 适 合 水 平 大 于 等 于 2 的 情形 . 

s. 方差 分 析 与 检验 有 何 关 系 ? 

答 ” 方差 分 析 与 F 检验 的 关系 在 前 面 已 经 提 到 ,方差 分 析 是 
检验 几 个 总 体 的 平均 数 来 自 同一 正 态 总 体 的 可 信 程 度 ,而 FF 检验 
法 是 检验 两 个 总 体 的 方差 来 自 同一 正 态 总 体 的 可 信 程度 , 两 者 的 
出 发 点 是 不 同 的 . 

在 方差 分 析 中 ,规定 了 Ss/(s 一 1) 是 第 一 样本 作 分 子 ， 
Ss/(n 一 s) 是 第 二 样本 作 分 母 . 而 F 检验 事先 没有 规定 哪个 样本 为 
分 子 或 分 母 ,而 是 在 算出 数值 后 ,通常 以 数值 大 的 那个 作 第 一 样本 
写 在 分 子 上 ,这 又 是 一 个 重要 差别 . 
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在 方差 分 析 中 , 34 H, 成 立时 ， 
Ho 成 立 [Sa/(s 一 1)]/[Sg/ (mn 一 s)] 服 从 F 分 布 ; 
当 H, 不 成 立时 ,分 布 要 偏 右 些 ( 见 图 
9.1). 因而 ,在 方差 分 析 时 ,通常 采用 单 
侧 检验 . 在 下 检验 中 ,五 , 可 信和 成 立时 ， 
图 9.1 两 样本 的 方差 比 服 从 FF Af: H, 不 成 

立时 ,分 布 可 能 偏 左 也 可 能 偏 右 . 


+ 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 . 单 因素 方差 分 析 
在 对 具体 问题 进行 方差 分 析 时 ,首先 ,应 区 分 实际 问题 是 单 因 
素 方差 分 析 还 是 双 因素 方差 分 析 , 其 中 主要 考虑 哪些 是 可 以 固定 
的 因素 ,哪些 是 变化 的 因素 ;其 次 ,从 数据 来 观察 ,看 其 是 重复 试验 
还 是 非 重复 试验 . 
在 计算 过 程 中 ,要 注意 使 用 简化 公式 . 
单 因素 方差 分 析 的 简化 公式 是 : 


记 T. = Sz,, 7 一 上，2，… 55 T= > > tjs 
:一 


即 有 S 一 yx „z= > T; T? 


Szr= S r—.Sa. 
如 果 s* EFF AJ SE HE, E] n =n = nn, WRA 
等 重复 试验 ,否则 称 之 为 不 等 重复 试验 , 若是 等 重复 试验 ,有 


例 1 对 于 某 种 作物 进行 5 种 不 同 肥料 的 耕作 试验 ,每 种 肥料 
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做 4 次 试验 ,试验 的 收获 量 ( 单 位 :kg) 如 表 9.7 所 示 , 问 :不 同 的 肥 
料 对 收获 量 有 无 显著 的 影响 (a=0. 05)? 


表 9.7 
试验 批号 
1 2 3 4 
67 67 45 52 
肥 98 96 91 66 
60 69 50 35 
料 79 64 81 70 
90 70 79 88 


解 分 别 以 [pa s zst s His 表示 5 种 肥料 下 收获 量 总 体 的 均值 ， 
FIS BT Ho: A= p= u = u = us. 经 计算 得 
s=5, n=, n=20, 24 一 0. 05, 


一 106033 一 六 X1417:=5638. 55, 
5 4 


5 4 
1 ， 
Sa =+) > Zu) — zal >; zü) 
4 J=1 :=1 2 1 


j=1 i= 


= 1 _— 1 :一 
一 于 义 415723 一 56X1417 一 3536. 30. 


Sr 一 97 一 94 一 2102. 25. 
而 ”一 1 一 19,2” 一 5 一 15,5 一 1 一 4, 方 差分 析 结 果 如 表 9. 8 PH 28. 由 
Fo.os(4:15)=3. 06<F p 一 6.308, 故 拒绝 已 ,认为 不 同 肥料 对 收获 
量 的 影响 是 高 度 显著 的 ， 
表 9.8 


4 884. 075 显著 
15 140.15 | 6. 308 
19 
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例 2 有 一 些 棉布 用 不 同 的 印染 工艺 处 理 , 然 后 进行 缩水 率 试 
验 , 假设 采用 了 5 种 不 同 工 艺 , 每 种 工艺 处 理 4 块 布 样 , 测 得 缩水 率 
(%) 如 表 9.9 所 示 . 

若 布 的 缩水 率 服从 正 态 分 布 ,不 同 工 艺 下 处 理 布 的 缩水 率 方 
差 相 等 , 试 考察 不 同 工 艺 对 布 的 缩水 率 有 无 显著 影响 (ao 一 0. 05). 


表 9.9 
试验 批号 
1 2 3 4 
A, 4. 3 7. 8 3.2 .6.5 
A; 6.1 7.3 4. 2 4.1 
因素 A; 4.3 8.7 7.2 10. 1 
A, 6.5 8.3 8. 6 8. 2 
A; 9.5 8.8 11.4 7.8 


RO ERIE Ho: p= p= p= p= us. 4 为 不 同 工 艺 下 缩水 
率 总 体 的 均值 . 为 简便 起 见 ,将 每 一 数据 减 去 7. 4, 再 除 以 0. 1, 列 出 
方差 计算 表 ( 变 换 后 数据 仍 记 为 zij, 平 方 和 仍 分 别 为 Sr,S4,S8). 

S1SIe=9s91, T=51, T?=2601, > T: ,=19015. 


j=l ¿=i j=l 


9 4 
S r= > > T= 9460. 95, 


= Dr. — 5T? =4623. 70, 


s. s — = 4837. 25. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 10 所 示 . 因为 Foos (4,15)=3.06<F,y = 
3. 58, 故 拒绝 矿 ,, 认 为 不 同 印染 工艺 对 布 的 缩水 率 有 显著 影响. 


表 9. 10 
平方 和 AME, BA |e 结论 


因素 
误差 
总 和 


显著 


4623. 70 1155. 925 
4837. 25 332. 483 
9460. 95 


例 3 有 三 台 机 器 ,生产 同一 种 规格 的 铝 合金 薄板 .测量 三 台 
° 442 ° 


机 器 所 生产 的 薄板 厚度 (单位 ， mm) ,结果 如 表 9.11 所 示 . 试 考察 
机 器 对 薄板 厚度 有 无 显著 的 影响 (a=0. 05). 


表 9. 11 
机 器 1 ELAS 2 机 器 3 
0. 236 0. 257 0. 258 
0. 238 0. 253 0. 264 
0. 248 0. 255 0. 259 
0. 245 0. 254 0. 267 
0. 243 0. 261 0. 262 


解 fr dR I Ho : pi = pa = ph. ffi 是 各 台 机 器 生产 的 薄板 总 体 
的 均值 . 经 计算 得 
S=3, 1 二 ns 二 ns 二 5， nxn=15, 


3 S 
之 /之 ) 码 一 0. 963912, T=3.8, Sr ;=4. 8102. 
j=1 i=] 


2=) 


Sr= 3 Dei ET =o 001245, 


j=l 


jr ŠT’ =. 001053, 


SoS 一 由 4 一 0. 000192. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 12 FFE. 因为 Foos(2,12) 一 3. 89 < Fy = 
32. 92, 故 拒绝 万 ,, 认 为 各 台 机 人 需 生产 的 薄板 厚度 有 显著 差异 . 


表 9. 12 


0. 005266 


| 0. 000192 0. 000016 | 


| 0. 001245 


在 进行 方差 分 析 时 ,还 常 要 对 未 知 参数 进行 估计 . 下 面 写 出 党 
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用 的 几 个 估计 : 

(D G=- E E o 的 无 偏 估计 

(2) =T, =T. AE z, 的 无 偏 估计 . 

(3) GT. — z E 8, WER H Dna =o. 

(4) B IK NC, 25 N Gao 8039483 2, — pa 的 置信 和 度 为 
1 一 a 的 置信 区 间 为 


[二 VS 十 1 


例 4 求 上 例 中 未 知 参数 c ,Am 6i 的 点 估计 及 均值 差 的 置信 
度 为 0. 95 的 置信 区 间 . 


~, Sg 0.000192 
“一 = — U 
解 “一 7 一 ;一 15—3 
=0.242, 一. ,一 0.256， 上 一 工 . :一 0. 262, 
/一 工 一 0. 253, 9 一 工 .一 工 一 一 0. 011， 


= 0. 000016, 
m =T.: 
0, 一 工 . ,一 工 一 0. 003， ¿ó,=x.,—z==0. 009. 
又 由 taa s (15—3)=2. 1788, 


N Seg(l/njt+1/n)=,/16X los =1. 265X10-3， 
KI to.o25s(12) V S£(1/n;+-1/n,) =. 0055. 


故 pa — pzs pa — pa 及 ju 一 py 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 间 分 别 为 
(0. 242— 0. 256 F0. 0055) 一 (一 0.0195 ,一 0. 0085), 
(0. 242— 0. 262+ 0. 00585) =(—0. 0255, —0. 0145), 
(0. 256— 0. 262 干 0. 0055) 一 (一 0. 0115， 一 0. 0005). 

例 S 有 同一 型 号 的 电池 三 批 ,它们 分 别 是 A、B、C 三 个 工厂 
生产 的 . 现 各 随机 抽取 5 只 电池 ,经 试验 测 得 其 寿命 (单位 :h) 如 表 
9.13 所 示 . 试 在 显著 性 水 平 a=0. 05 下 检验 电池 的 平均 寿命 有 无 
显著 差异 , HR ya mpa Mc s — c 的 置信 度 为 0. 95 的 置信 区 
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间 . 设 各 三 电池 寿命 服从 同方 差 的 正 态 分 布 . 


表 9. 13 
AT 40 48 38 42 45 
BJ 26 34 30 28 32 
CJ 39 40 43 50 50 


解 以 Hao EB > C 记 各 三 生 产 电 池 的 平均 寿命, 待 检 假设 
Ho: A= pB = ec. 计算 得 


s= 3, mn 1 一 15， 


S r= > 六 二 吉普 一 832 $ 


m T 


=d Dr, 一 二 7 一 615. 6, 


s 二 9 4 一 216. 4, 


_ Sa SE 
S = 2 = 307. 8, Se 一 五 一 18 03, 


Fry=Sa/Se=17. 07. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 14 所 示 . 因为 Foos (2,12) =3. 89<Fy = 
17.07, 故 拒绝 互 。 认 为 各 厂 生 产 的 电池 寿命 差异 显著 ， 


表 9. 14 
方差 来 源 结论 


615. 6 2 307.8 | 17.07 
216. 4 12 18. 03 
. 832 14 


作出 如 下 估计 : 
MA 一 并 一 42. 6, = rs = 30, c= rc = 44. 4, 
to.02s (14 — 2) V Sz(1/n;+ 1/n,) 


= 2, 1788 /18.03X2/5=5.85, 
Ha — HBs HA 一 Acy Bp — c 的 置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 分 别 为 
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(6.75,18.45),( 一 7.65,4.05),( 一 20.25, 一 8.55). 

” 例 6 某 年 级 有 三 个 班 进行 了 一 次 数学 考试 ,从 各 班 随机 抽取 
部 分 学 生 , 记 录 其 数学 成 绩 如 表 9. 15 所 示 . 试 在 显著 性 水 平 a= 
0. 05 下 检验 各 班 成 绩 有 无 显著 差异 . 设 各 总 体 是 正 态 总 体 ,日 方差 
相等 . 


表 9. 15 


E E 


73 66 89 60/88 77 78 31 48187 68 41 79 59 
82 45 93 80178 91 62 51 76|71 56 68 91 53 
36 77 43 73|85 96 74 80 55 79 71 15 


解 以 Ai 王 1,2,3) 记 第 ; 班 的 平均 成 绩 , 待 检 假 设 Ho:pn = 
— Hz. 计算 得 
5 一 3， 1 一 12， n,= 15, ns 二 13， n 二 40， 


3 
S r= 2, >ei iT = 13685. 1, 


s=); IT — ze T*=385. 35, 


SS, S113349. 75. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 16 所 示 . 因为 Foos(2,31) 王 3. 32>F y = 
0. 465, 故 接受 矿 ,, 认 为 各 班 成 绩 无 显著 差异 . 


表 9. 16 


方差 来 源 结论 


因素 335. 35 2 167. 68 | 0. 465 
误差 13349. 75 31 360. 80 
总 和 13685. 1 39 


例 7 对 单 因 素 方差 分 析 问 题 , 求 o 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 
区 间 . 


E ”因为 不 论 H, 是 否 为 真 ,52 一- o 的 无 偏 估 计 ， 二 = 
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— Gn — s) ,这 里 ; 是 因素 的 水 平 个 数 ,所 以 
P (xian (=< Eka m—s |=1—a, 


得 o? 的 置信 度 为 1 一 c 的 置信 区 间 为 
| SE | SE |: 
Xia n—s) Xl Ë (n~ s) 

例 8 有 四 种 类 型 的 用 于 计算 器 电路 的 响应 时 间 ( 单 位 :ms) 
如 表 9. 17 所 示 . 设 响 应 时 间 总 体 均 为 正 态 总 体 , 且 各 总 体 方 差 相 
同 ,各 样本 相互 独立 , 试 在 =0. 05 下 检验 各 类 型 电路 的 响应 时 间 
有 无 显著 差异 . 


3 9.17 
20 40 21116 17 15|18 22 
33 27 ]8 26 
SE RRR H.a 一 一 二， 计算 和 


n 二 18， 5 一 4， | =n; =n, = 5, n= 3, 


Sr = — > Sair 


J=1 i=1 


19 15 22 
20 18 


=8992— 7; X386°=714. 44, 


wlm la 
Sa = 2 Z T* gT 


j=l n; 
=| 4 X (942 十 1412 十 922) 十 二 E x59? |— 75X386 
— 318. 98, 


Se™=Sr— Sa = 395. 46. 
jr 差分 析 结 果 如 表 9. 18 所 示 . 因为 Foos(3,14)=3. 34 < Fr = 
3.76, 故 拒绝 万 ,认为 各 类 型 电路 响应 时 间 有 显著 差 腊 . 


“447。 


表 9. 18 


结论 
。 3 . 76 


例 9 对 某 地 三 所 小 学 五 年 级 男生 身高 进行 了 随机 抽查 , 抽 得 
身高 (单位 :cm) 如 表 9.19 所 示 . 问 : 
(1) 三 所 小 学 五 年 级 男生 身高 有 无 显著 差异 ? 
(2) 三 所 小 学 五 年 级 男生 各 自 平均 身高 与 方差 的 点 估计 数值 
(a=0. 05)? 
表 9. 19 


第 一 小 学 | 128.1 134.1 133.1 138.9 140.8 127.4 
第 二 小 学 | 150.3 147.9 136.8 126.0 150.7 155.8 
第 三 小 学 | 140.6 143.1 144.5 143,7 148.5 146.4 


解 d) U msme 记 三 所 小 学 五 年 级 男生 的 平均 身高 , 行 
F R r H o: A= = p. 计算 得 


s=3, mm 一 ns 二 6， n=158. 


Sr= > >= Li =1265 14, 


i=] j=l 

s= 1512 — 1 p:= 165. 88, 
6 —“ 18 
Sz#z=Sr—.S a= 799. 26. 


方差 分 析 结 果 如 表 9. 20 所 示 . IN Fo. | (2,15)=3.68<F g= 4. 37, 


故 拒绝 右 ,认为 三 所 小 学 五 年 级 男生 的 平均 身高 有 显著 差异 . 
表 9. 20 


rannan] ar | re fan 


232.94] 4.37 | 显著 
53. 28 


方差 来 源 
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(2) pn ==133.73,14=ZXs—=144. 58 ,7 一 工 ; 一 144. 47, 


例 10 为 探讨 教师 对 学 生 智 力 的 估价 是 否 影 响 学 生 智 力 发 展 
的 问题 ,任意 地 选取 18 名 学 生 进 行 试 验 , 将 这 18 名 学 生 随 机 地 分 为 
三 组 ,每 组 6 名 . 先 测 每 名 学 生 智 商 , 然 后 对 第 一 组 学 生 宣 称 ,他们 的 
智力 不 大 可 能 有 较 大 提高 ;对 第 二 组 学 生 宣 称 , 他 们 的 智力 会 有 中 
等 程度 的 提高 ;对 第 三 组 学 生 宣 称 ,他们 的 智力 会 有 很 大 的 提高 . 一 
年 后 再 对 这 些 学 生 测试 智商 ,得 两 次 智商 测试 的 差 值 如 表 9. 21 所 
示 . 据 此 能 否认 为 教师 的 评价 会 影 啊 学 生 智 力 的 发 展 (e 一 0. 05)? 

表 9. 21 


20 10 16 15 9 8 


解 EI / 5 53 记 三 组 智商 差 值 总 体 的 均值 , 待 检 假 设 
Ho: A= p = ps. 计算 得 


s=3, "Mn, 1 一 15， 
s= X) 2zi r= 422, 


=} Lor, — s T*=156, 


S£=Sr—Sa=266. 
方 差分 析 结 果 如 表 9. 22 所 示 . 因为 Foo s (2,15) =3. 68< F, = 
4. 40, 故 拒绝 右 ,。, 认 为 教师 的 估价 显著 影响 学 生 智 力 的 发展. 


表 9. 22 
156 78 4. 40 


17.73 
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例 11 三 台 机 床 生 产 同 一 种 产品 ,记录 其 5d 的 产量 如 表 
9.23 所 示 . 问 : 在 ax=0.05 下 ,机 床 对 产量 的 影响 是 否 显 著 ? 求 出 
g? , y Ó; (7=1,2,3) Ki — Has Li — Hs + Kz — Hs 的 置信 和 度 为 0. 95 的 
置信 区 间 . 
| 表 9.23 
机 床 1 48 45 56 51 48 
机 床 2 41 49 48 41 57 


机 床 3 65 54 12 91 64 


解 以 pa s 2 H3 记 各 机 床 产 量 总 体 的 均值 , 符 检 假设 Ho: Ai 
= Hz = Ha. 计算 得 


s=3, ny =E n: =n; = 5, n= 15, 


1 
— Ñas Í F[mf 2 — n —w 
oT 二 > Di 7 = 42708 15 X 624100= 1101. 33, 


—_ 1 ¿ a _ 1 
Ir, T 一 42167. 2—7; X 624100=560. 5, 


s =s. soa0 83. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 24 所 示 . 因为 F. s (2,12) = 3. 89 < F = 
6. 22, 8k JE $ë H, A JI DUR Ai p= EE S BE në Je 30 25 5. 


s 9.24 


2 280.25 | 6.22 | 显著 
12 45. 07 
14 

作出 如 下 估计 : 


2 — Se _ 940. 83 
n—s 15—3 
= = Zi 一 49. 6, u= z,= 47.2, t = z, = 61.2, 
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方差 来 源 


一 45. 07， J 二 X= 二 52. 67, 


G 


0 一 所 一 Ap 一 一 3.07， 0 一 六 一 2 一 一 5. 47， 
Ô= ps— u= 8B. 53. 
HA o RA, H o 代替 , 则 均值 差 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


TZ Fte (ns) V 2: fN 1/m + 1/m 一 (Zi 一 Zz 干 9. 25), 
所 以 ,pa 一 pz 的 置信 区 间 为 
((49. 6 一 47.2) 于 9.25) 一 (一 6.85,11. 65)， 
一 As 的 置信 区 则 为 
((49. 6—61.2) 干 9.25)== (—20.85,—2. 35), 
一 As 的 置信 和 区间 为 
((47.2—61.2)+9.25)= (—23. 25,— 4.75). 

例 12 测量 了 四 种 不 同类 型 外 这 的 彩色 显像管 的 传导 率 , 得 
传导 率 的 观察 值 如 表 9. 25 所 示 . 问 : 外 壳 类 型 对 传导 率 有 无 显著 
影响 (Ca 一 0.05)? | 

表 9.25 


类 型 ] 143 141 150 146 
类 型 2 152 144 137 143 
类 型 3 134 136 133 129 


类 型 4 129 128 134 129 


Ñ Dl nspa p 记 不 同类 型 外 这 总 体 的 传导 率 均值 . 待 检 
RIZ Ho: A= = p = pa. 计算 得 
s=4, n =n =n; =n; =4,;, 1 一 16， 


s= X) Xi ST: =305608— 304704=904, 


J=1 i= 
— 12, — s T:=305400—304704=696, 
S= Sr— S a = 208. 


方差 分 析 结 果 如 表 9. 26 所 示 . 因为 Foo (3,12)= 3. 49 < Fr = 
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13. 38, 改 拒绝 五 。 认 为 外 序 类 型 对 传导 率 的 影响 是 显著 的 . 
表 9. 26 


二 、 双 因素 方差 分 析 

对 双 因 素 方 差分 析 问 题 ,要 区 别 是 无 重复 试验 还 是 等 重复 试 
验 . 无 重复 试验 只 需 检验 两 个 因素 对 试验 结果 有 无 显著 影响 ,而 等 
重复 试验 还 要 考察 两 个 因素 的 交互 作用 对 试验 结果 有 无 显著 影 
njaj. 

对 双 因 素 无 重复 试验 的 方差 分 析 的 计算 ,为 了 计算 方便 ,Sr， 
Sa SeSe 也 可 以 用 以 下 公式 得 出 : 


] ~ T 
s= >) Da, $4 


i=] /一 1 


lyr _ T —ç — ç — 
-15r rs? Sr=,Sr—S a Sa. 


其 中 7 一 之 之 mi Ti. = Zr T. = 2 zu 
对 双 因素 等 重复 试验 的 方差 分 析 ， 简化 公式 为 


0322 


t=] j=] &=1 
t 
Ti. 一 > Tijk 1=],2,;'’,r H 7=1,2,…,s， 
k=1 


Ti .一 Sn 1 一 ,2 r, 


T.j =, 2 Tips 7 一 1]， 2 
i=] k=1 
则 Srysay9asy9a4sy9c 可 以 由 以 下 公式 得 出 : 
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_ 1 > x 2 _ T 1 2 T° 
S. = st 21 rst’ Da ri < rst? 
一 1 Ç T? _ 1° — — 

一 | 7 > > je er Sa— Se, 


Se=Sr— Sa — Se SaB. 
W13 某 工厂 在 生产 一 种 产品 时 使 用 了 三 种 不 同 的 催化 剂 和 
四 种 不 同 的 原料 ,每 种 搭配 都 做 一 次 试验 , 测 得 产品 的 抗 压强 度 
(单位 :MPa) 数 据 如 表 9. 27 所 示 . 试 在 a 二 0. 05 下 检验 不 同 催化 剂 
和 原料 对 抗 压强 度 有 无 显著 影响 . 


表 9. 27 
wE 化 A 
A, A, A; 
B. 31 33 35 
原 B, 34 36 37 
料 B, 35 37 39 
B. 39 38 42 


E Ra 为 因素 A fEzk E A, 的 效应 ,Bj 为 因素 B EKFL, 的 
效应 . 待 检 假 设 
Ha :0 一 0 一 0 一 0， H o: Bı = B,= p= B,= 0. 
KA r=3,s=4, Hr 


_ _ 1 2 
Sr=15940 zg X436 ==98. 67, 
9 一 上 xx63466 一 -二 X4362 一 25. 17, 
4 3> 4 
S — l. 47732——1 X436: 一 69 34 
F 3 3> 4 . 


SF 一 97 一 4 一 ps 一 4. 16. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 28 所 示 . 因为 
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Fo ó (2, 6)=5. l14= Fi =18. 16, 
Fo. os C3. 6 ) 一 4. 76< F = 33. 35, 


所 以 拒绝 H a fll H ozs À A REE RI FN JE E| BJ B taj AR JE: W: 2 85. 
表 9. 28 


EI >] n we 


例 14 #B,.,B,,B,,B, 四 台 纺 织 机 器 中 ,用 三 种 不 同 的 加 压 
水 平 Ai, Az, A;, 在 每 种 加 压 水 平和 每 台 机 器 中 各 取 一 个 试 样 测 
Et ,得 纱 支 强度 (单位 :Pa) 如 表 9. 29 所 示 . 问 :不 同 加 压 水 平 太 不 
同 机 器 之 间 纱 支 强度 有 无 显 着 差 寞 (a 二 0.05)? | 


表 9.29 
机 4 
B, B B B, 
A, 1577 1690 1800 1642” 
加 压 水 平 A, 1535 1640 1783 1621 
A; 1592 1652 1810 1663 


解 以 w (i 二 1,2,3) 记 因素 4 EKF A 的 效应 ,PB; AAR B 
在 水 平 8, 的 效应 . 符 检 假设 
Hoa :om 一 0 一 aa 一 0， H v: B= b= p, = p= 0. 
因为 ”一 3 3,5—4, 所 以 
1 


s= D Degar 000 86982. 92, 
— < 


_ 1 2 Lem 
-15r 5T’ =3000. 67, 


4 
=4 DT — 73T’ =82619. 58, 
j=l 


Se= Sr— Sa — Spg = 1362. 67. 
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方差 分 析 结 果 如 表 9. 30 所 示 . 因为 
Fo.0s(2,6)=3. 14<Fy=6.61, 
Foos (3,6) =4. 76<F g =121. 26, 
Pr JE Ha A H, , AAA ÍR] Jill Ek F X 2 R FE PEZ t) 50 3 , A 
FIELA XT ZF > s8 BE AS SE tj 8 F S 35. 


R 9.30 
方差 来 源 Yr [enn a h e 结 论 


显著 
121. 26 | 高 度 显著 


1500. 33 
27539. 86 
227.11 


3000. 67 
82619. 58 
1362. 67 
86982. 92 


HRA 
因素 B 
误 2 


例 15 设 有 6 种 不 同 品种 的 种 子 和 5 种 不 同 的 施肥 方案 ,在 30 
块 相 同 面积 的 地 块 上 ,分 别 对 种 子 与 肥料 的 不 则 搭配 进行 试验 , 收 
获 量 (单位 :kg) 如 表 9. 31 所 示 . 斌 在 a 二 0.05 下 检验 种 子 的 品种 与 
施肥 方案 的 不 同 对 收获 量 是 否 有 显著 影响 . 


表 9. 31 
品 种 
1 2 3 4 5 6 


12.0 11.5 11.5 11.0 9.5 9.3 


1 
施 2 |10.8 11.4 12.0 11.1 9.6 9.7 
i 3 [13.2 13.1 12.5 11.4 12.4 10.4 
R 4 |14.0 14.0 14.0 12.3 11.5 9.5 
5 |116 13.0 14.2 14.3 13.7 12.0 


解 以 w 记 种 子 因 素 4 的 不 同 品 种 的 效应 ,以 B; 记 施 肥 因 素 
B 的 不 同方 案 的 效应 , 待 检 假设 
Ha: =a; =a; =a, =a; =, Ho:PBi=pB=ps=Pp,= Ps- 
AA r=6,s=5,T=356.5,T1. =61. 6,T2. =63,T;. =64. 2, 
T,. =60. 1, T5. = 56. 7, T,. = 50. 9, T.,= 64. 8, T'., = 64.6, 
T. ,=73,T.,=75.3,T .s=78. 8, J 
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5 
r= 27272 s T*=4303. 45— 4236. 4 一 67. 05, 
=] J=1 
| <° 1 
一 二 2 o Tu 
Sa i gT’ =4260. 58 一 4236. 4 一 24. 18, 
=- or, 一 5 一 4263 46— 4236. 4 一 27. 06, 


SS 一 S,4 一 S5 一 67. 05—24. 18 一 27. 06=15. 81. 
方差 分 析 结果 如 表 9. 32 所 示 . 因为 
Fo.os(5,20)=4. 10<F g = 6. 37, 
Foos(4,20)=4. 43<Fg =8. 9, 
HdE H a M H,, , Á A h BJ Ba fh 5 ha BE Jy 3 xf lk sk Bt KO E tip] AR 
是 显著 的 


表 9. 32 


6. 37 
8. 9 


4. 836 


6.765 
0.791 


高 度 显 著 


例 16 py 
量 分 数 之 和 (因素 B) 对 合金 强度 (单位 :MPa) 的 影响 ,对 因素 4 取 
三 个 水 平 , 因 素 B 取 四 个 水 平 ,在 每 对 组 合 下 作 一 次 试验 ,得 强度 
数据 如 表 9. 33 所 示 . 试 在 a 二 0. 01 下 检验 因素 A MB 的 效应 是 否 
显著 . 


表 9. 33 
+ 3.3% 3.4% 35% 3.6% 
A 
0.03% 63. 1 63.9 65.6 66. 8 
0. 04% 65. 1 66. 4 67. 8 69. 0 
0.05% 67. 2 71. 0 71. 9 73. 5 
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解 以 w 记 因素 4 的 水 平 4; 的 效应 ,B; 记 因 素 B 的 效应 . 待 
KQB i 
到 oa 一 az 一 as 一 0， 五 om 一 0 一 0 一 0. 
A X r=3,s=4,T =811. 3,7T. =259. 4,T,. = 268. 3, T',. = 
283. 6T .,=195.4,T .:2= 201. 3,T . = 205. 3,T .,= 209. 3, PTL} 


1 


2 一 
1625811. 3 一 ]13. 29, 


Sr= S >= — L ri =54963, 93— 


i=l jel 


1 < 1 
S,=— 2 zi. — T’ =54925. 55 一 54850. 64 一 74. 91, 


i=] 
4 
Se=- >= ;—ŻT’=54885. 81—54850. 64=35. 17, 
j=l 


Se= Sr Sa SB =. 21. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 34 所 示 . 因为 
Fon(2,6)=10. 9<F œ =70. 02, 
Foo (3:6)=9. 78<F p =21. 91, 
PH AES H. MHo UNE $z rR pk ë EAA- a EXA R EE 
影响 都 是 显著 的 . 


K 9. 34 


mapesa => | = as 


H17 某 细 纱 车 间 记 录 了 甲乙 、 丙 三 名 工人 在 四 组 机 台 上 操 
作 的 产量 ,其 数据 如 表 9. 35 所 示 . 试 在 a 二 0. 05 下 检验 :不 同 工 人 
操作 之 间 差 异 是 否 显 著 , 机 床 之 间 差 异 是 否 显著 ,两 个 因素 的 交互 
作用 是 否 显 著 . 
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解 这 古 双 因素 等 重复 方差 分 析 问 题 . 每 检 假设 
Ha :ua 一 ca 一 0 一 0， Hoz: Bı = B25 P= p= 0, 


Hoz: Yi =Y = ++ =17,, = 0. 
表 9.35 
工 人 
B; 18 2i 
机 B; 22 22 
€ B; 18 18 
B, 17 17 
因为 r=3, s=4, t=3, T=627, 
WS ali 
¿=1 j=l k=l 
' o 1 2 
—144. 75, 
-15r —-LT?=-+x131369—10920. 25 
st — rst 12 
一 27.17， 
S= FAT, —;T:= + X 98307—10920. 25=2. 75, 


Sa=| + ODT? 一 总 — Sa —Ss=73.5, 
Se=Sr—Sa— Ss —Sar= 4l. 33. 

Jj 差分 析 结 果 如 表 9. 36 所 示 . 因为 Foos (2,24) =3. 40< Fi = 

7.89, 所 以 工人 操作 因素 的 影响 显著 ;又 因为 Foos(3，24) 一 3. 01> 

Fw 二 0.53, 所 以 机 床 因 素 的 影响 不 显著 ;又 因为 Foos (6,24) = 


2. 51 过 Fw = 二 7. 11, 所 以 两 因素 交互 作用 影响 显著 . 
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例 18 为 了 考察 对 纤维 弹性 测量 的 误差 , 今 对 同一 批 原料 ,由 
四 个 检测 站 (41, Azs As, 44) 同 时 测量 ,每 站 各 出 一 名 检验 员 
(Bis B,, B, B.) ,轮流 使 用 各 站 设备 作 重复 测量 ,得 数据 如 表 9. 37 
所 示 . 试 在 a==0. 05 下 检验 :不 同 检测 站 ,不 同 检 验 员 以 及 他 们 的 


交互 作用 对 误差 的 影响 是 否 显著 . 
表 9. 37 
B, B: Bs D, 行 和 


A, ; 72,73 75,73 
A; ; 76,74 78,77 
A; 79,77 74,75 
A, ; 73,72 70,71 
列 各 589 593 


> D tiz . 43383 44009 


>l > =a) | 86745 88011 
解 ” 符 检 假 设 
Ha :Ga 一 Ma 一 4 一 0 一 0， H oz : Bı = B2 = B= p = 0, 
= He: =p = =Yu=0. 
因 为 r= 二 4， 5 一 4， 上 一 2 
所 以 Sr=184.719, .94 一 76.095， 98 一 6. 095， 
48 一 79.03， SE 二 23. 50. 
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方差 分 析 结 果 如 表 9. 38 所 示 . 因为 Fw(3,16) 一 3. 24< F, = 
17.27, 所 以 不 同 检测 站 的 影响 高 度 显 著 ; 因 为 Foos(3，16) 一 3. 24 
>F = 1. 39, 所 以 不 同 检验 员 的 影响 不 显著 ;因为 Fo. s (9,16) = 
2. 54< Ru 一 5.98, 所 以 两 因素 的 交互 作用 影响 显著 . 

表 9. 38 


例 19 发 电机 的 寿命 与 制造 材料 及 使 用 地 点 的 温度 有 关 . 今 
选取 三 种 不 同 的 材料 及 两 种 不 同 的 温度 作 重 复试 验 , 得 数据 如 表 
9. 39 所 示 . RE a= 0. 05 下 ,检验 不 同 材 料 ,不 辐 温度 及 交互 作用 
”对 寿命 的 影响 是 否 显 著 . 

表 9. 39 
| 度 

A, 136 150 176 90 54 64 

网 A, 150 162 171 76 88 91 


A; 1388 109 140 68 62 77 


E ”是 双 因素 等 重复 试验 的 方差 分 析 . 待 检 假 设 
万 :al 一 as 一 as 一 0， How:bPi=b;:=0, 
Hog: Yi =Y = *** =7, | = 0. 
因为 r=3, s=2, t= 二 3， 
T. .一 630， 7 . .一 738， T. .一 594， 
T.,.=1332, T.,.=630, T=1962, 
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2727272, = 246192. 


r=] 7 一 ] k= 


Sr=246192—213858=32334, 
SIA=215730—213858=1872, 
=241236—213858=23378, 
所 以 S as ™= 244200 —21385— 1872— 23378 = 5092, 
Se=Sr—Sa— Sse — Sas ™=1992, 
方 差分 析 结 果 如 表 9. 40 所 示 . 因为 Foos(2,12)=3. 89< Fi, = 
5.64, 所 以 材料 对 寿命 的 影响 显著 ;因为 Foos(1,12)==4.75 达 Fk 
= 140. 85, 所 以 温度 对 寿命 的 影响 高 度 显 著 ; 因 为 Foos (2,12) = 


3. 89<F g =15. 34, 所 以 交互 作用 对 寿命 的 影响 显著 . 
表 9. 40 


例 20 某 职 校 在 招收 在 职 生 时 ,为 考察 年 龄 与 工龄 对 成 绩 ( 百 
分 制 ) 的 影响 ,各 取 两 个 水 平 进 行 重复 试验 ,得 数据 如 表 9. 41 所 
示 . 试用 方差 分 析 法 确定 ,招收 在 职 生 的 最 佳 年 龄 与 工龄 . 

表 9. 41 


B1(5 FATF) Bs(5 年 以 上 ) 


4;(25 岁 以 下 )186 87 76 79 85|82 93 82 88 91 

4;(25 岁 以 上 )177 82 84 90 76|82 82 80 75 79 

解 ” 这 是 双 因 素 等 重复 试验 的 方差 分 析 . 答 检 假设 
Ho:a=a,=0,， Hz: Bı =p:=0, 


Hog: Vu =Y =Y, = X,, = 0. 
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因 为 r= 2, s= 2, t=5, 
Ta. =413, Ta. =409, 


Tz. = 436, 
Tı.. =849, T.. =807, 


T.i. = 822, 


To. = 398, 
2 2 

> T. .=1372050, XOT} ;. =1371240, >, X `T}. 一 686350， 

所 以 


上 一 1] J=1 


:二 1] j=] =l 


Si= X X) D ra L7137630—137116. 8=513. 2, 


s ,= 1 T? _ 1 


; T°=137205—137116. 8 一 88. 2, 
st — rst 
So 一 二 T ;. — T=137124 一 137116. 8 一 7. 2, 
rt e rst 
SR =T) —S S, 
i=] J= 


= 153. 2— 95. 4=57. 8. 


Se=Sr— Sa — Spg 


— S ag = 360. 
方差 分 析 结 果 如 表 9. 42 所 示 . 因为 


Fo.os(1,16)=4.49> Fk=3.94, 
Foo (1,16)=4.49> Fi=0. 32, 
Fo Ó | (1.16)=4.49> F p =2. 58, 
所 以 年 龄 .工龄 以 及 交互 作用 对 学 习 成 绩 都 无 显著 影响 . 但 从 平均 


成 绩 来 看 ,25 岁 以 下 者 平均 成 绩 为 84.9 分 ,25 岁 以 上 者 平均 成 绩 
为 80.7 分 ,所 以 ,以 招收 25 岁 以 下 者 较 优 . 


表 9. 42 
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第 二 节 回归 分 析 


主要 内 容 


回归 分 析 是 处 理 多 个 变量 之 间 相 互 关系 的 一 种 数学 方法 ,可 
分 为 一 元 线性 回归 与 多 元 线性 回归 以 及 可 化 为 线性 回归 的 一 元 非 
线性 回归 . 回归 分 析 从 数据 出 发 ,提供 建立 变量 之 间 相 关 关 系 的 表 
达 式 一 一 经 验 公 式 , 给 出 相关 性 检验 规则 ,并 运用 经 验 公 式 达 到 预 
测 与 控制 目的 . 

一 一 元 线性 回归 

对 于 一 个 问题 中 的 两 个 变量 z 与 y( 其 中 工 是 一 个 普通 变量 ,y 
是 一 个 随机 变量 ), 若 对 于 z 的 每 一 个 确定 值 ,y 有 它 的 分 布 , 则 称 
r 与 y 存 在 相关 关系 . 当 z 取 定 时 ,y 的 数学 期 前 E(y) 是 x 的 函数 ， 
RA y AF WERA. 

设 y~N ular) P), pa) =E Cy r=r) = y y 的 估计 值 ,又 
称 y 关于 xz 的 回归 方程 . 

车 j(zx)==a 十 bz; 即 y~N (a 十 bx ,0), 则 估计 (zx) 的 问题 称 
为 一 元 线性 回归 问题 . 由 样本 估计 4 和 6 ,得 到 方程 y= 二 a 十 bx, 称 之 
为 y £ + z 的 一 元 线性 回归 方程 ,其 图 形 称 为 回归 下 线 . 

I. a,b 的 最 小 二 乘 估计 

对 一 组 样本 值 Czi,y),(Czyyy (zy), 男 出 散 点 图 . 应 
适当 选取 a,b 作 直 线 > 一 a 十 bz ,使 直线 与 回归 直线 最 接近 ,这 时 离 


差 平方 和 > y ator) P 达到 最 小 
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XT PA 24 Qab) = Dy (abr) 
取 关 于 a 和 6 的 偏 导数 , 令 其 等 于 零 , 得 方程 组 


m Dr) Py, 
i=] i=] 
Da)at Xai) nya 
i=] i=j i=] 


a Í 
b=, ~ 和 ~ ~ | 
s. lza 则 y=a 十 bz 为 所 求 线 性 回归 方程 ,其 中 


[y= 2) (zi—z)(yi—y)= 2 =ziy:—nzy. 
i=1 :一 | 
2. 方差 天 的 估计 


方差 9 二 BE(y 一 a 一 bX) 的 无 俩 估计 量 是 
1 


n— 2 


(Lyy— bl,,) * 


g= 


其 中 1 一 > y= > yny. 
i=] i=l 


3. 线性 回归 的 分 析 
(1) 线性 假设 的 显著 性 检验 FRE H.: b=0. 常用 i 检验 
法 .Ff 检验 法 、 相 关系 数 检 验 法 . 


: 检验 法 (5 一 B) Vl/3~t(n 一 2), 当 HH 为 真 时 ,6 二 0, 有 
统计 量 


r= V la ~tln— 2), 
O 
B EG)=b=0, 0] H., 的 拒绝 域 为 
= V2). 
G 
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F 检验 法 ” 当 丈 ,为 真 时 ,统计 量 
Bi) Ho 的 拒绝 域 为 


U 

QJ m5 ~E nm 2), 
F> F,(1,2—2). 

= H, 被 拒绝 时 ,认为 回归 效果 是 显著 的 ( 式 中 ,一生 [ss 三 0 
—U). 

(2) 系数 5 的 置信 区 间 ” 当 回归 效果 显著 时 ,6 的 置信 度 1 一 < 
的 置信 区 间 为 z 

b —ta(n— 2) ° 3/ VL, 十 ten 一 2 ° Vha) 

(3) 预测 ”预测 就 是 当 给 定 zo。 时 ,对 yy 的 取 值 作 点 估计 或 区 
闻 佑 计 . x 
当 给 定 To 时 xs Yo 的 预测 值 为 yo 一 4 十 Dzo. 
yo 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


(yin— oY 1 十 1/n 十 Cxo— 2 /L,, ] . 
4 zo 与 x+ 越 接 近 , 在 给 定 的 样本 观 ，、 
察 值 与 置信 和 度 下 ,预测 区 间 宽 度 越 窗 ， 
预测 也 越 精 确 ( 见 图 9. 2). 
(4) 控制 ”如 果 给 定 了 置信 和 度 1 一 
a BE SK Hi zix, E `4 x < z< x, WJ , z 
所 对 应 的 观察 值 落 在 事先 确定 的 区 间 
(2%) 内 的 概率 不 小 于 1 一 “. 当 n 很 大 图 9.2 
时 , 令 


yı 一 y 一 5GZopp 一 4 十 pz 一 GZ 

y,=y+ sZ. I =a+bzx+ Z, 
即 可 解 出 控制 x 的 上 、 下 限 .但 必须 注意 , O ,yz) 的 长 度 一 定 要 大 
于 2cZ。z( 见 图 9. 3(a)). 
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y2 一 ?十 GZons 


T2 
yY, Y —>2óZa/2 y — y S&a? 
(a) (b) 


图 9.3 
二 .可 化 为 线性 回归 的 一 元 非 线 性 回归 
常见 的 可 化 为 线性 回归 的 非 线 性 回归 有 以 下 几 种 . 
1. NH 1/y=a+b/x 型 ( 见 图 9. 4) 
2 ¿= 1/z,u= /y, HEMMX v =a + bu. H (xi Yi) 算出 
(u; Vi), ;=1,2,-. n aab A 1/y=a +b/zx. 


图 9. 4 
2， 完 函数 曲线 y 一 az (1>0,b>0)® (WE 9.5) 


—l<b<0 
b=—1 
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取 对 数 , 得 Iny 一 ina 十 Inz， 

令 x 一 Inzy,v 一 Iny,4=lna, 则 有 直线 方程 w 王 4 十 bx， 
由 (zy) 算 出 (xz), 求 出 4,2 ,再 由 a=, FË y= az. 
3. 倒 指 数 曲 线 y=ae” (a 二 0) 型 ( 见 图 9. 6) 


图 9. 6 
取 对 数 ,得 lny 一 jnc 十 DA/z， 
&u=1/zr;v=lny, 4 一 ina 化 为 直线 方程 ww 一 4 十 0x. 
按 星 函 数 曲 线 的 方式 计算 得 4,5,4 二 e*, 于 是 得 出 y= ae. 
4. 指数 曲线 ”y= 二 ae”” (a>>0) 型 (网 图 9.7) 


y y 
b5> 0 b<0 
a a 
O = O T 
图 9. 7 
取 对 数 ,得 iny 一 lna 十 0z， 


令 v=lny,4 王 Ina, 用 前 述 方法 求 出 直线 方程 v 一 4 十 pz 的 估计 值 
4 b ,由 a 二 e*, 即 得 y= 二 ae”. 
5. HAAA y=at+blgr (1>0 W (WE 9. 8) 
Su=lgr, WA y=a+bu, HARAI, b, A y=a + bgr. 
6. SERR y=— yA. 9) 
S u=e ”,y 二 v, 则 有 直线 方程 


> 
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b>0 
O x= 
图 9. 8 图 9. 9 
u=a+ bu, 
由 数据 计算 a,5, 即 得 
— 1 
> a+ be 


其 它 如 y= 二 a 十 bsinz ,只 要 令 w 二 sinz 即 可 化 为 直线 方程 . 

三 、 多 元 线性 回 妇 简介 

设 随 机 变量 y 与 个 普通 变量 xz z; z, 存在 相关 关系 ,并 
设 

y=a-+ bizi +b,z; + + b,z,+ £, = N (0,o°), 
其 中 Dr D; > ,bm A W RL. 对 变量 >, 929 "sm fE n 次 观察 ,得 观察 
{E 
(Zi Ti ttt TY) I = 1,23 n 
E AREER ER a, bsb b, 的 估计 值 a,51,65:，… b, R 
得 y 关于 zi, z": z, 的 线性 回归 方程 
=at biri tH brzi tH +H bmnEn. 
1. JK KASS hila,b b, 5, 
对 样本 的 似 然 函数 中 的 平方 和 


Q= 2. (y, — y) = 2, (y: abti — bx, 一 ne —b,,z; D° 


# Q 关于 a Mb sbt sbn 的 偏 导数 的 方程 组 


32 R R _ 
WB 5 = 0, 
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Tı Tı? Tim yı 
其 中 YY 二 l xà Ta Tm , Y= y> 
] Zm Za * Lum Vn 
H,:b =5,= =b, = 0, 
则 认为 回归 的 效果 是 显著 的 . 


2. 未 知 参 数 e 的 点 估计 
通常 用 s= QG ,D1 bastes bm) ,但 g? Z Ë o° 的 无 偏 估 计 . 


疑难 解析 


1. 进行 回 归 分 析 需 满足 哪些 基本 条 件 ? 

答 ”进行 回归 分 析 , 对 参数 性 检验 对 象 要 求 必须 满足 以 下 三 
个 基本 条 件 : 

(1) 正 态 性 ”被 检验 的 对 象 或 者 因 变 量 必须 是 服从 正 态 分 布 
Na2) 的 随机 变量 . 

(2) 方差 齐 性 ”被 检验 的 各 个 总 体 的 方差 ,应 该 是 相等 的 . 

(3) 独立 性 ”对 被 检验 的 各 对 观察 数据 而 言 , 从 概率 意义 上 
应 理解 为 是 独立 取得 的 . 

处 理 实 际 问 题 时 ,往往 不 能 事先 预知 这 三 条 是 否 满足 . 诚 如 上 
节 所 提 到 的 , 正 态 性 可 由 大 数 定律 与 中 心 极限 定理 来 确定 ,方差 齐 
性 的 检验 用 F 检验 来 进行 ,而 独立 性 一 般 赁 实际 经 验 判断 . 一 般 有 
一 个 近似 结论 就 可 以 进行 回归 分 析 了 . 

2. 回归 分 析 与 相关 分 析 有 什么 联系 与 区 别 ? 是 否 可 以 用 同一 
种 方法 来 研究 ? 
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E ”相关 关系 是 一 种 不 确定 性 关系 ,也 可 以 分 为 自 变量 与 因 
变量 加 以 考察 . 因 变 量 一 般 取 可 以 测量 的 随机 变量 ,而 自 变量 在 许 
多 情况 下 不 是 随机 的 ,是 可 控制 的 普通 变量 . 它 表 现 为 因 变量 的 取 
值 随 自 变量 的 变化 而 呈现 一 定 的 统计 规律 性 , 即 当 自 变量 取 值 确 
定时 , 因 变 量 的 取 值 也 有 确定 的 概率 分 布 与 之 对 应 . 

相关 分 析 与 回归 分 析 的 关系 与 区 别 表 现在 :相关 分 析 一 般 是 
研究 随机 变量 与 随机 变量 之 间 的 相关 关系 的 ,而 回归 分 析 人 研究 随 
机 变量 与 非 随机 变量 之 间 的 相关 关系 .两 者 所 使 用 的 概念 、 理 论 和 
方法 有 所 不 同 ,得 到 的 结果 含义 也 不 相同 ,但 结果 的 形式 却 几 乎 完 
全 一 致 .因此 ,从 应 用 与 计算 角度 看 ,两 者 没有 必要 加 以 严格 区 别 . 
由 于 回归 分 析 在 数学 处 理 上 更 为 简便 ,因而 不 论 自 变量 如 何 , 都 可 
当 作 非 随机 的 普通 变量 看 待 ,用 回归 分 析 方 法 研究 变量 间 的 相关 

3. 回 妇 系数 的 最 小 二 乘 侦 计 与 极 大 似 然 估 计 有 什么 不 同 ? = 
们 的 结果 是 否 相同 ? 

答 ”以 一 元 正 态 线性 回归 为 例 . 其 模型 为 

y=a+bri+e, 1 一 1 ,21 
其 中 Ee) = 0. 

最 小 二 乘 估计 是 指 对 xz,y 的 n IRR Cy) G= 1,22," 

n), 作 离 差 平方 各 


Q= S Oia br)’, 
i=] 


利用 微 积分 中 的 极 值 方法 , 求 出 使 Q(4a,6) 二 minQ(a,6) 的 a 和 5， 
则 y= 二 a 十 bx 为 所 求 线性 回归 方程 

RKR tE y= atbar tesna NO, o), W y; — 
N (a 十 bxi,07) , IREZ BJ K f 2 PR 3X 


n 1 n 
exp| 322 (一 2 一 和 | 


/| 二 
Gg. 2N 
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要 使 取 最 大 值 , 则 应 使 >)(y, 一 a 一 bz;)* 为 最 小 . 用 与 最 小 二 乘 
估计 中 同样 的 极 值 方法 , 求 得 使 
Q= > (y; —a—bx<=;)° 
最 小 的 2 和 ,得 线性 回归 方程 了 一 2 十 Bz 
由 于 两 种 方法 讨论 的 都 是 Q 一 > (x. 一 a 一 bz)*, 且 由 此 束 得 


a 和 2, 故 最 小 二 乘 估计 与 极 大 似 然 估 计 的 结果 是 相同 的 . 

4. 在 线性 回归 确定 后 ,影响 预测 精度 的 主要 因素 有 了 哪些? 

答 ” 当 线性 回归 方程 y> 一 za 十 ?xz 已 经 确定 ,并 经 检验 确认 回 
归 显 著 , 则 对 给 定 的 zo,yo, 置 信 度 为 1 一 “ KAW KEA 

(Ft an —2)6 v 1 十 1 十 (mm 一直 20) ) i 

其 中 l= > (r:r). 

由 此 可 知 ,影响 预测 精度 的 主要 因 款 为 : 

(1) œ. 一 般 ,c: 越 小 ,精度 越 高 . 

(2) n. n 越 大 ,精度 越 高 ,所 以 应 尽量 扩大 样本 容量 . 

(3) 自 变量 的 取 值 zxi. z, 应 尽量 避免 过 于 集中 ,但 预测 点 zo 离 
= 越 近 时 精度 越 高 . 

s， 非 线性 回归 的 线性 化 过 程 是 怎样 进行 的 ? 关键 是 什么 ? 

答 ” 当 具有 相关 关系 的 两 个 变量 y 和 zx, 不 具有 线性 相关 关 
系 , 而 具有 某 种 曲线 相关 关系 时 ,可 以 通过 适当 的 变量 代 换 ,将 变 
量 间 的 关系 化 为 线性 的 形式 , 即 通 过 必要 的 变量 转换 对 它 作 线性 
化 处 理 . 在 两 个 变量 回归 的 条 件 下 ,一般 常用 的 是 倒 代 换 与 对 数 代 
换 ,使 曲线 问题 化 为 代 换 后 的 直线 问题 . 所 处 理 的 目 变 量 与 因 变 量 
间 的 关系 ,可 以 是 双 曲 函数 、 窜 函数 .指数 函数 、 负 指数 隐 数 、 对 数 
函数 等 . 更 复杂 的 曲线 回归 ,将 利用 后 面 的 多 元 线性 回归 方法 来 解 
决 . 
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正确 选择 曲线 类 型 ,是 正确 地 进行 变量 转换 的 前 提 , 而 正确 的 
特 换 关系 又 是 提高 曲线 回归 精确 度 的 根本 . 由 散 点 图 的 形状 选择 
的 线性 化 转换 ,往往 不 能 一 次 就 选 准 . 为 准确 起 见 ,不 妨 同时 作 几 
种 曲线 加 以 比较 ， 


万 法 、 拉 如 与 典型 例题 分 析 


一 、 一 元 线性 回归 问题 

一 元 线性 回归 的 解 题 过 程 是 ; (1) 建立 观测 结果 (zi, y), 
(Z;, Y2) stt (Z, y.) BJ PQ A E AE y Xİ x 的 相依 关系 的 特点 ; 
(2) 估计 回归 系数 a,b 和 方差 oo;(3) 检验 回归 方程 的 回归 效 采 是 
否 显 著 ;(4) 利用 回归 方程 进行 预测 与 控制 .在 计算 数据 过 程 中 ， 
要 注意 利用 数据 处 理 的 一 些 技巧 ,以 减 小 计算 工作 量 . 

例 1 某 工业 部 门 为 了 分 析 该 部 门 的 产量 (单位 :和 干 件 )z 与 生 
产 费 用 (单位 : 千 元 )y 之 间 的 关系 ,随机 抽取 了 10 个 企业 作 样 本 ， 
得 到 数据 如 表 9. 43 所 示 . 试 建立 z 与 y 之 间 的 回归 方程 式 . 

表 9. 43 
£ 40 42 48 55 65 79 88 100 120 140 


y 150 140 160 170 150 162 185 165 190 185 


R ” 画 散 点 图 ( 略 ), 可 以 看 出 散 点 大 致 呈 直 线 分 布 趋势 . 设 线 
性 回归 方程 为 y= 二 a 十 bx. 计算 结果 如 表 9. 44 所 示 . 
计算 数据 如 下 : 


n _ n l n 
I = D = D ar 之 /| 


一 70903— X777 一 10530. 1, 


L, = >, (y;— y) = D= 之 ,3 
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一 277119 一 土 x16572: 一 2554. 1, 


10 
T" _ _ 7i 1 H n 
n= Yeu = aye) 22) 
¿s= 1 t= 1 - (=l t= 1 
1 
一 132338 一 16 关 177 X1657=4189. 1. 
表 9. 44 
+ y x° £Y y? 
40 150 1600 6000 22500 
42 140 1764 5880 19600 
48 = 160 2304 7680 25600 
55 170 3025 9350 28900 
65 150 4225 9750 22500 
79 162 6241 12798 26244 
88 185 7744 16280 34225 
100 165 10000 16500 27225 
120 190 14400 22800 36100 
140 185 19600 25900 34225 
> 777 1657 70903 132938 277119 
~ Í 4189.1 
í $ = = Z C =0. 398. 
解 得 I. 10530.1 


4= 二 > y: ĝZ=165. 7—0. 398X77. 7=134. 78, 
i=] 


所 以 ,线性 回归 方程 为 
y 一 134.78 十 0. 398z. 
而 of 的 无 偏 估 计 为 


B 

n — 2 
= 10. 85. 

例 2 设 关 于 某 设 备 的 使 用 年 限 z 和 所 支出 的 维修 费用 ( 单 
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s= ü, Bl)— (2554. 1—0. 398X 4189. 1) 


位 : 千 元 )y 如 表 9. 45 所 示 ，, 求 : 
(1) y 关于 xz 的 回归 方程 ,o? 的 无 偏 估 计 ; 
(2) 检验 回归 是 否 显 著 , 并 求 x= 二 7 时 ,维修 费用 y 的 0. 95 的 
预测 区 间 . 
表 9. 45 


解 (1) 作 散 点 图 ( 略 ) ,数据 呈 直 线 分 布 趋势 . 计算 结果 如 表 
9.46 所 不 . 


表 9. 46 
x= y x° £Y y? 
2 2. 2 4 4.4 4. 84 
3 3.8 9 11.4 14.44 
4 5.5 16 22.0 30.25 
5 6.5 25 32.5 42.25 
6 7.0 36 42.0 49.00 
` 20 25 90 112.3 140.78 
计算 数据 如 下 : 
1 x 2 ] 
— 2 + E — on 2. 2 
人 一 之 一 人 22) 90— -=X 20=10, 


l= SzH S1=) | Sy) 一 112. 3— 二 X20X25=12. 3， 
i=l ;一 1 i=1 


>>) 一 140. 78—— X25°=15. 78, 


r=] 


r=] t 


Ro? 


=+ $ y—bz=5—1. 23X 4=0. 08. 
i=] 
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所 以 ,线性 回归 方程 为 
y=0. 08 十 1. 23z. 
5 的 无 偏 估计 为 


l p = 1 — 
jo ly blas) =+ (140. 78—1. 23X112. 3) 


= (), 8837. 
(2) 将 zo 一 7 代 和 人 回归 方程 得 y, = 8. 69. 因为 n==5 ,to 02s (3) 二 
3.18, 所 以 yo 的 置信 度 为 0.95 的 置信 区 间 为 


(ttn (n—2)3 V 1 十 l /n + (20 ) 


= (8. 69+3. 18X0. 94X 1. 45) = (4. 3557,13. 0243). 
计算 统计 量 了 ,得 


= 


b J 1. 23 FR 
t = — Í, =———" n" 10=4. 1376. 
G V 0. 8837 


-因为 如 (3) 王 3.1824<: 一 4.1376, 故 知 回归 效果 是 显著 的 . 
例 3 为 研究 某 一 化 学 反应 过 程 中 ,温度 (单位 : Cr 对 产品 
得 率 ( 质 量 分 数 ,%)y 的 影响 , 测 得 数据 如 表 9. 47 所 示 . 求 ; 
(1) 线性 回归 方程 和 ce 的 无 偏 估计 ; 
(2) 检验 回归 效果 是 否 显著 和 求 2 的 置信 区 间 (c 王 0. 05). 
表 9. 47 


z |100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 
45 51 54 61 66 70 74 78 85 89 


g? = 


解 d) 画 散 点 图 ( 略 ) , 知 数据 呈 直 线 分 布 趋势 . 
计算 数据 如 下 : 


10 10 


10 
> z=1450,， > Jy=673, > 好 一 218500， 
i=1 


i=] i=} 


10 10 
> ziy 一 101570， 之 ,光一 47225， 2 一 10. 
i=] I=] 


L. =218500— 7; X 1450°=8250, 
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L, = 101570— -Ł- X 1450X 673 二 3985,， 


10 
1 一 47225 一 5X673? 一 1932. 1, 
得 b=1,,/L, = 0. 4830, 
a 一 67. 3 一 145X0. 4830= —2. 7393. 
所 以 ,线性 回归 方程 为 


3 一 一 2.7393 十 0. 4830z， 
o° 的 无 偏 估 计 为 
t 
n — 2 
(2) I Æ ta. 2 s (8) =2. 3060,0 二 0.9581, 所 以 


|ó| / 10. 48301 
Itl =N /L,,=———— x V 8250=45. 7856. 
o /0. 9181 


g’ = 


(L,— bl.) =0. 9181. 


H Fizl = 45. 7856>to.02s (8) = 2. 3060, 故 认为 回归 效果 是 显著 


的 . 
b 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 


(Ti, (n —2) $ o/ V la) 
= (0. 4830 T 2. 3060X 0. 9581/90. 83) 
= (0. 4587,0. 5073). 


例 4 某 地 区 第 一 年 到 第 六 年 间 每 年 的 用 电量 (单位 :10 
kW。h)y 与 年 次 z 的 统计 数据 如 表 9. 48 所 示 . 求 y 对 工 的 回归 方 
程 ,并 在 a 二 0. 01 下 作 显著 性 检验 . 若 该 地 区 第 七 至 第 八 年 经 济 发 
展 速度 不 变 , 试 对 第 八 年 的 用 电量 在 a==0.05 下 进行 观测 . 


表 9. 48 


解 ” 作 散 点 图 ( 略 ), 知 数据 分 布 呈 直 线 趋势 ,所 以 , 设 
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y=a+ bzr. 


计算 数据 如 下 : 
2 ,zi=21, 2 yi =79. 6, 


工 一 3.5， y=13.27, 


6 6 
>X zË=91, > Jy2=1076.9, © zy 一 297.5， 
¿= 1 i=] 


i=] 


6 6 
=Í 之, 和 -一 73. 5， =Í 之 | 一 1056. 03, 


一 17.5， /,=18.9, /一 20. 87， 
由 公式 得 6 二 1,,/li 二 18. 9/17.5=1. 08, 


a= X79. 6—1. 08X X21=9. 49. 


所 以 线性 回归 方程 为 
y=9. 49 十 1. 08x, 
o 的 无 篇 估计 为 


守 一 村 (20 87—1.08X18.9)=0.1145, 2 一 0. 3384. 


6 
于 是 ,由 It|==NVL,=13.35]>t 0(4)=2.1318 
g 


知 回归 效果 是 显著 的 . 
将 zo 一 8 代入 线性 回归 方程 ,得 第 八 年 用 电量 y, 的 置信 度 为 
0. 95 的 置信 区 间 为 
(18. 13 干 to 02s (4) X 0. 3384/1+1/6-+-20. 25/17. 5) 
=(16.70,19. 56). 
例 5 表 9. 49 列 出 退火 温度 (单位 :C)z 对 黄 铀 延展 性 > 效应 
的 试验 数据 ,y 是 以 伸 长 率 (%) 计 算 的 . XE r y 均 为 正 态 变量 ， 
其 方差 与 xz 无关, 求 y 对 于 zz 的 线性 回归 方程 和 0 的 无 偏 估 计 . 
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x 300 400 500 600 700 800 
y 40 50 DD 60 67 70 
解 画 散 点 图 ( 略 ), 知 数据 呈 直 线 分 布 趋势 ,所 以 , 设 
y=a+bx. 
计算 数据 如 下 : 


6 


6 6 
> zi 一 3300， > 好 一 1990000， > y:=342, 
i=1 i=1 


t= 1 


6 6 
> y=20114, > ziy 一 198400， 
i=] i=] 


l..=17500, /一 10300， /一 620. 


由 公式 得 b=41,,/1,,==-0. 05886, 
a= X342— + X550X0. 05886=24. 6287. 
所 以 线性 回归 方程 为 


y 一 24. 6287 十 0.05886z， 
az 的 无 偏 估计 为 
G= (620—0. 05886>x10300)=3. 4355. 


例 6 设 儿 子 身 高 y 与 父亲 的 身高 + 适合 一 元 正 楚 线性 回归 
模型 ,观察 了 10 对 英国 父子 的 身高 (单位 :in,1l in=25.4 mm), 得 
数据 如 表 9. 50 FT 2. 

(1) 试 建立 y RF 的 回归 方程 ，; 

(2) 在 a 二 0.05 下 对 方程 作 显 著 性 检验 ; 

(3) 34 x =69 时 , 求 yo 的 置信 度 为 0.95 的 预测 区 间 . 

表 9. 50 
T 60 62 64 65 66 67 68 70 72 74 
y 63.6 65.5 66 65.6 66.9 67.1 67.4 63.3 70.1 70 
解 da) 设 回 妇 方 程 为 y 一 az 十 6, 按 所 给 数据 计算 ,得 
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10 


10 
2 z,=668, 工 一 66.8， > ,好 一 44794， 


i=] i=] 


10 10 
SŠ; y:=665.1, y=66.51, > y=44283.93, 
i=l i= 
10 l 
> ziy:=44492. 4, 
i= 1 | 
10 
l= > z1—10z2=171. 6, 
i=1 
10 
[= > yi—10y2=48. 129, 
i=] 


10 
ly= > ,Ziy 一 107y 一 63.72， 
i=1 
所 以 一 / /一 0. 3713, a=y—bz=41. 7072. 
线性 回归 方程 为 
y=41. 7072 十 0. 3713<. 
(2) 竺 检 假 设 五 :2 一 0. 因为 


3? =S GQ, Êl) =+ (48. 129—0. 3713X 63. 72) 


=24. 4698/8=3. 0587, 
所 以 |= t I, = 0.3713 —— X vy 171. 6=2. 7811. 


V3. 0587 
又 因为 16 ws (8) =2. 3060< |t| =2. 7811, Jr 3B2 H ,, Á 58 EH H 
效果 是 显著 的 . 
也 可 用 下 统计 量 检验 . 


(3) yo 的 置信 和 度 为 1 一 a 的 预测 区 间 为 


(yo Ftaz(n—2)o V 1 +-1/n+ (zr— zo) /ls). 
当 ro = 69 时 ,yo 二 67. 3269,to.ws (8) = 2. 3060, X yo 的 置信 度 为 
0. 95 的 预测 区 间 为 (63. 0432,71. 6106). 
例 7 如 果 两 个 变量 zx,y 存在 相关 关系 ,其 中 y 的 值 是 难以 测 
量 的 ,而 z 的 值 是 易于 测 得 的 , 则 可 以 根据 z 的 测量 值 利用 回归 方 
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程 y=&4 十 bx 去 估计 y 的 值 , 表 9. 51 给 出 18 个 5 一 8 岁 儿 童 的 重量 
( 易 测 的 ,单位 :kg) 和 体积 ( 难 测 的 ,单位 :10-:ms). 设 zx,y 是 正 态 
变量 ,方差 与 x 无 关 . 求 : 

(1) y £F z 的 线性 回归 方程 y=a 十 bx; 

(2) zx 二 14 时,y 的 置信 和 度 为 0. 95 的 预测 区 间 . 


表 9. 51 
= 17.1 10.5 13.8 15.7 11.9 10.4 15.0 16.0 17.8 
y 16.7 10.4 13.5 15.7 11.6 10.2 14.5 15.8 17.6 
x 15.8 15.1 12.1 18.4 17.1 16.7 16.5 15.1 15.1 
y 15.2 14.8 11.9 18.3 16.7 16.6 15.9 15.1 14.5 


解 (1) 计算 数据 如 下 : 


18 | 18 
> ,zi 一 270.1， z=15.006, 之 /好 一 4449. 39, 
一 


i=] 


18 18 
Sy=265, y=14.722, 2 ,y=3996.14, 
i=] 


1 二 1 


18 
> ziy;=4071. 71 $ 
i=] 
L, = St Sx,) 一 96. 3894, 
i=] i=j 
lyy = SiH >> 一 94. 7511, 
l= Danh yx i) ( Dyi) =95. 2378, 
i=1 i=] 
a= 


依 公式 得 8 一 人/ 一 0.9881,a 一 y 一 7z 一 一 0.1040, 所 以 ,> 关于 
z 的 线性 回归 方程 为 
y 一 一 0.1040 十 0. 9881x. 
(2) 因为 o 的 无 偏 信 计 为 


1 
n — 2 
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G° = 


(Q h. = 75 (94. 7511 一 0. 9881 X 95. 2378) 


一 0. 0404. 
当 z 一 14 时 ,yo 二 一 0. 1040 十 0. 9881X14 一 13.7294, 所 以 ,z 一 14 
时 ,yo 的 置信 度 为 0. 95 的 预测 区 间 为 
(Et a (16)X VO. 0404X V1+1/8+ (14—15. 005)*/96. 3894) 
= (14. 696,14. 748). 
例 8 在 服装 标准 的 制定 过 程 中 , 需 调查 获取 一 系列 的 数据 . 
表 9. 52 给 出 一 组 女 青 年 的 身高 x 与 裤 长 y 的 数据 (单位 :cm), 求 : 
(1) 裤 长 y 对 身高 z 的 回归 方程 ; 
(2) 在 a 二 0.01 下 检验 回归 方程 的 显著 性 . 
表 9. 52 
x 68162 160 160 156 157 159 168 159 162 158 156 165 158 166 
y |107 103 103 102 100 100 101 107 100 102 100 99 105 101 105 
x 162150 152 156 159 156 164 168 165 162 158 157 172 147 155 


y [105 97 98 101 103 99 107 108 106 103 101 10ł 110 99 99 


解 G) 计算 数据 ,得 


30 


30 
> ,zi 一 4797， z=159.9, 之 /好 一 767949， 


i=] i= 1 


30 
> y:=3068, y=102.3, >, yż=314112, 


i=] ¿== 


30 
X ziy:=491124 9 


一】 


L, = S ae 0794930X A797 908 7， 
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MARK y ATIA r 的 线性 回归 方程 为 
y=4. 76+0. 61z. 


(2) H F RRR F= ga) , ff RIRI H. :b=0. 


U =%1,,=0. 61X550. 8=335. 99, 
Q=/,—U=357. 87—335. 99=21. 88, 
F=(n—2)U/Q=28X 335. 99/21. 88=429. 96. 

M F Í (1,28)=7. 64<F=429. 96, 故 拒绝 五 ,, 认 为 线性 关系 高 度 

显著 . x 

二 、 可 化 为 线性 回归 的 非 线 性 回归 问题 

可 化 为 线性 回归 的 非 线 性 回归 问题 ,关键 在 于 确定 回归 曲线 
的 类 型 . 在 一 些 不 易 确 定 的 情况 ,可 选择 几 种 曲线 加 以 比较 ,选择 
效果 较 好 的 一 种 . 

例 9 某 商品 的 需求 量 ( 单 位 : 件 )y 与 价格 (单位 :元 )z 的 统 
计 资 料 如 表 9. 53 所 示 , 求 需 求 函 数 的 回归 方程 . 

表 9. 53 
y 543 580 618 695 724 812 887 991 1186 1940 


x 61 54 50 43 38 36 28 23 19 10 


解 画 散 点 图 ( 略 ), 根 据 散 点 图 选择 y=azr 38822 a >K BL y 
与 价格 xz 的 关系 . 经 变换 ,得 
Z=lny=lna—blnr=a+ Bt. 
利用 最 小 二 乘法 求 得 c MEP 的 估计 值 
a=9.1206,， B= 一 0.6902， 
所 以 a=e° =9141. 685, ĝ=—ĝ=0. 6902. 
故 需 求 回归 方程 为 
y==9141. 685 工 ”6992， 
将 y 与 y 的 值 加 以 比较 ,结果 如 表 9. 54 所 示 , 可 见 y 与 y 数 据 相近 ， 
效果 较 好 . 
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表 9. 54 


y |o43 580 618 695 724 812 887 991 1186 1940 


y |536 583 614 682 742 771 917 1050 1198 1886 


例 10 为 研究 某 企业 的 生产 率 ( 单 位 ; 件 / 周 )z 与 废品 率 (% ) 
y 的 关系 ,调查 记录 的 数据 如 表 9. 55 所 示 , 试 根据 数据 拟 合 出 合 


适 的 曲线 模型 . 
表 9. 55 


= 1000 2000 3000 3500 4000 4500 9000 


y 5. 2 6. 5 6. 8 8. 1 10. 2 10. 3 13. 0 


解 IHH RK a ET (HE), MZA m N 5 2. tE HE A 88 2, V 
呈 曲 线 趋 势 ( 指 数 增长 ) , 故 分 别 作 直线 与 指数 曲线 拟 合 . 
(1) 设 y> 一 az 十 6, 计算 数据 如 下 : 


7 7 
> =i =23000, > 好 一 87500000， 工 一 3285. 7143, 


{= 二] i=] 


7 7 
> yi=60.1, > ył=560.27, y=8. 5857, 
i=] i=] 


7 
> ,ziy 一 219100， 


:二 1 
l..= 11928571. 4286, /一 516， L,,=21628.9. 
KARI b —1,.,/L.,—=0.00181,a=y—bzx=2. 6386, 所 以 直线 回归 


方程 为 
y 一 2.6386 十 0. 00181z. 


(2) 设 y 二 ae”, 取 对 数 转 化 为 lny 一 jna 十 bz， 得 


7 
> lny 一 14. 75. 


i=1 
求 得 lna 和 2 的 最 小 二 乘 佑 计 为 
b=0. 002, lna 一 1. 3987, a=4. 05, 
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所 以 指数 曲线 回归 方程 为 
y=4. 056°”, 

比较 两 个 模型 的 残 差 平方 和 ,以 残 差 平方 和 小 的 为 优 . 

直线 回归 模型 的 残 差 平 方 和 Q=5. 3371, 指 数 曲线 回归 模型 
的 残 差 平方 和 Q@==6.11, 故 认为 直线 回归 模型 拟 合 程度 更 好 . 

Hu 在 彩色 显影 中 ,由 经 验 知 :形成 染料 光学 密度 y 与 析出 
银 的 光学 密度 二 由 公式 

y=Ae’* (b<0) 
表示 , 测 得 试验 数据 如 表 9. 56 所 示 , 求 y 关 于 z 的 回归 方程 . 
表 9. 56 
x 10.05 0.06 0.07 0.10 0.14 0.20 0.25 0.31 0.38 0.43 0.47 


y 10.10 0.14 0.23 0.37 0.59 0.70 1.00 1.12 1.19 1.25 1.29 


解 ” 对 公式 > 一 4e”“ 两 边 取 对 数 , 得 
Ipny=]nA+b/x, 


化 为 v=a+bu (a=lnA). 
A u= 1/z,u= ny i =1,2,: ,11, 得 数据 如 表 9. 57 PEFR. 
表 9. 57 
u | 20.00 16. 667 14. 286 10. 00 7. 143 
o | —2.303 -1966 —1.47  —0.994  —0.528 
u 5. 00 4. 00 3. 226 2. 632 2. 326 2. 128 
v | 一 0. 236 0 0.113 0.174 0.223 0.255 
计算 以 下 数据 : 


u=7.946, 一 一 0. 612, 
/一 406.614， lw 二 8.690， /一 一 59. 343, 
依 公式 得 b=la/lu=—0.146, a=ə—bu=0. 548. 
于 是 4 一 e"58 一 1.729， 
故 回 归 方 程 为 J=1. 72967% 6%, 
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例 12 我 国 在 1981 一 1988 年 的 八 年 间 ,全国 居民 人 均 年 消费 
水 平 ( 单 位 :元 )y 和 年 份 x 的 统计 数据 如 表 9. 58 所 示 . 以 上 一 1,2， 
…，,8 表示 1981, 1982,…,1988 E ÈE, 试 建立 y HEES 
(x 一 1980) 的 经 验 回 归 方 程 . 

表 9. 58 
= 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 


y 249 267 289 329 406 451 513 643 


解 ” 由 散 点 图 (上 略 ) 可 以 看 出 ,数据 分 布 呈 指数 曲线 趋势 . 试用 

P ŽK 

y= A Haet tT! — 240 tae”, 
其 中 4 一 240 为 任意 选 定 的 基点 . 令 x=ljn(y 一 240),a 一 lna , 则 得 z 
=a tbt. 

计算 以 下 数据 : 

1 一 4.625， 2 一 4. 4932， #=26.875, tu 一 23.5575， 
依 公 式 得 5 二 0. 5062,a 一 2.1520,4 二 e“ 二 8. 6020, 所 以 ,经 验 回 归 
方程 为 
u=2.1520+0. 5062ż, 
即 y 一 240 十 8. 6020e® 562-1980, 

. 例 13 表 9.59 所 示 的 是 美国 旧 轿 车 价格 调查 资料 ,其 中 z 是 
轿车 使 用 年 数 ,y 是 相应 的 平均 价格 (单位 :美元 ). 试 建立 y 关于 
的 回归 方程 . x . 

表 9. 59 
X 1 2 3 4 D 6 T 8 9 10 


y | 2651 1943 1494 1087 765 538 484 290 226 204 


解 ” 由 散 点 图 ( 略 ) 看 出 ,数据 分 布 呈 指 数 曲 线 趋 努 , 故 设 
y=ce", 
两 边 取 对 数 ;得 lny 一 Inc 十 pz 化 为 
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7 一 4 十 pz (b>0,1nc=a), 
得 数据 如 表 9. 60 所 示 . 
表 9. 60 
= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
v [7.883 7.572 7.309 6.991 6.64 6.288 6.182 5.67 5.42 5.318 


计算 以 下 数据 : 
z=5.5, v=6. 5274, 
l..=82.5, le =7.3663, l„=— 24.5586, 


RARE b =la /1 一 一 0. 2977, 
a=v—br=8. 1646, c=e°=3514. 28, 
故 y 对 工 的 回归 方程 为 


y= 3514. 28e™" ?777. 
三 、 多 元 线性 回归 问题 
多 元 线性 回归 问题 比较 复杂 . 计算 过 程 由 于 涉及 线性 方程 组 
的 求解 ,可 以 用 克 芋 姆 法 则 或 者 矩 阵 形 法 .有 时 为 了 简便 ,还 可 以 
用 编码 形式 表达 不 同 的 水 平 ( 见 例 15). 
例 14 某 煤矿 十 年 时 间 原 煤 生 产 的 劳动 生产 率 ( 单 位 :ty/ 工 ) 
小 产量 (单位 :10st)z 和 掘进 尺 ( 单 位 :km)zs 的 统计 数据 如 表 
9. 61F 78. i$ y 5 z > z; A MIK3SSSy=a j bzxi+ bx; 
(1) ËX y X nsr 的 经 验 回 归 方 程 ; 
(2) 求 o 的 无 偏 估计 ,并 检验 回归 效 采 ; 
(3) 检验 回归 系数 六 5 b: 的 显著 性 . 
表 9. 61 
年 次 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
z, |2.46 2.23 1.97 2.31 2.13 2.65 2.50 2.36 2.40 2.08 
z, | 10.2 9.30 13.0 16.2 15.8 16.5 11.9 13.1 18.1 20.7 
y {1.35 1.23 1.07 1.11 1.03 1.12 1.12 1.24 1.20 1.04 


解 (1) 计算 以 下 数据 : 
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10 10 10 
2 J zu=23.09, D zh=53.707, > za 一 144. 8， 
i=] =l r=] 
10 10 19 
 2;zb=2213.18, D y =11.51, Dy=13.3413, 
一 7 一 上 i=] 


10 10 10 
> ,ziaza 一 333. 40, > ,zayi 一 26. 667 9 > Toy 一 164. 68, 
i=] i=] i=] 


la =5. 3707— 2. 309 =0. 0392, 
2 = 2. 21318— 14. 482=11. 6476, 
/一 33. 34—2. 309X 14. 48=— 0. 094, 
la =l =— 0. 094, 
lı ,=2. 6667—2. 309X 1. 151=0. 0091, 
la, =16. 468— 14. 48X1. 151=— 0. 199. 
依 公 式 得 a=y— zr b,—xËb,=0. 9267, 
bi. 1944， 
A A e 0155, 
所 以 ,经 验 回 归 方 程 为 
y=0. 9267+0. 1944z,—0. 0155272. 
(2) 计算 yi 的 回归 值 , 得 数据 如 表 9. 62 所 示 . 
表 9. 62 
y 11.35 1.23 1.07 1.11 1.03 1.12 1.12 1.24 1.2 1.04 


y; |1.259 1.227 1.118 1.136 1.107 1.199 1.241 1.194 1.125 1.021 


10 
Q,= 2, (3 一 ?一 0.0463， Sj= 坟 XX 0. 0463 一 0. 0066， 
i=] 


10 
Qr= > (yy 一 妇 ? 一 0. 0507, Si 一 了 X0.0507=0. 0254, 


t= 1 


故 c 的 无 偏 估 计 
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] 10 pi 
2 4&8 — a)? 
SIRF D O y:)?=0. 0066. 
(3) 因为 统计 量 


P= Q 00066 E5: 
MEFo. 102:7) =3. 26<3. 85=F, EAH. A fE Fa=0.1 F, E 
归 效 果 是 显著 的 . 
(4) 因为 统计 量 
~ 0. 1944 
t= b, / (S; Cu) og 7g 1.485. 
0. 0155 


= b,/ (S, Ca ) = = 2. 035, 


0. 0812 v 0. 0088 


(cu ,c E R EE (X X) ! 的 元 素 ) , 查 表 知 
fo 1 (7) =]. ROLE = 2. 035, to: (7)=1. 41] <t, = ]. 485 


故 认 为 zi 在 4 二 0. 2 下 显著 sT? 在 a=0. ] 下 显著 . 


若 用 符 阵 运算 求 回 归 方 程 , 则 有 
1. 35 1 2.46 10.2 a 
y=|1.23|, X=|1 2.23 9.30|，25= | |， 
1.04J ] 2.08 20.7 Š, 
10 23.09 144.8 11. 51 
XTX = |23.09 53.761 333.404], X'Y= |26.667 |, 
144.8 333.404 2213.18 164. 675 


i XTX | =447. 8698, 
17. 2032 —6.3086 —1.752 


(XX) != |—6.3086 2.6007 一 0.021 |， 
一 1.752  —0.021 0.0088 
a 0. 9267 
得 Ë= |b, | =(X1TX)'XTY=| 0.1944]. 
b, —0. 0155 
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与 (1) 的 结果 相同 . 

例 1S$ 某 种 化 工 产 品 的 得 率 y 与 反应 温度 zi\ 反 应 时 间 =, 及 
反应 物 浓度 zs 有 关 . 设 对 于 给 定 的 ,zi,z;, 得 率 y《(%) 服 从 正 态 
分 布 , 且 方差 与 z, | z; z; DR. 今 得 试验 结果 如 表 9. 63 所 示 , 其 中 
LiT: z, 均 为 二 水 平 且 均 以 编码 形式 表达 . 

(1) alris) =a tbir Hbr: Hbr R y 的 多 元 线性 回 
归 方 程 . 

(2) 若 认 为 反应 时 间 不 影响 得 率 , 即 Cx s 2s 23) = Bo tH RiT 


+err R y 的 多 元 线性 回归 方程 . 
表 9. 63 
z |—1 —1 —l1 一 1 1 1 1 
z, | 一 1 一 1 1 1 —1 一 1 1 1 
zs | 一 1 1 —1 1 —1 1 —1 1 


Æ y| 7.6 10.3 9.2 10.2 84 11.1 9.8 12.6 


解 (1) 由 所 给 数据 写 出 窍 阵 


1 —1 一 1 一 1 7. 6 
1 —1 —1 1 10.3 
1 —1 1 —1 9. 2 a 
1 —1 1 ] 10. 2 bi 
X= ， Y= , B= , 
] 1 —1 一 | 8. 4 b, 
1 1 — 1 11.1 b; 
1 1 1 —1 9.8 
1 1 1 1 12.6 
8 0 0 O 1 0 0 O 
ko XX= 0 8 0 O | (xT 0 1 0 0 | 
0 0 8 O SI0 0 1 O 
0 0 0 8 0 0 0 1 
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79. 2 9. 9 
4. 6 0. 
X'Y= ， B=(X!X) !X'Y= > . 
4. Á 0. 55 
9, 2 | 1.15 
所 以 ,y 的 三 元 线性 回归 方程 为 
y= 二 9. 9+0. 575z: +0. 55z=;+1. 15xz;. 
(2) 此 时 ,只 需 略 去 z， 项 , 即 得 
y=9. 9+0. 575x, +1. 15z;. 
例 16 某 公 司 在 15 个 地 区 的 某 种 商品 的 销量 (单位 ; 罗 ,1 罗 
一 144 件 )y、 各 地 区 人 口 数 (单位 : 千 人 )zx 和 平均 每 户 总 收入 ( 单 
位 :元 )zs 如 表 9. 64 所 示 . 设 y 对 zi,xs 有 线性 相依 关系 , 试 建 立 y 
对 z í, z; 的 经 验 回 归 方 程 ,并 求 c: 的 无 偏 估计 . 
表 9. 64 
=) 274 180 375 205 86 265 98 330 
£> 2450 3254 3802 2838 2347 3782 3008 2450 
y 162 120 223 131 67 ]69 81 192 
T) 195 53 430 372 236 157 370 
=> 2137 2560 4020 4427 2660 2088 26095 


y 116 55 252 232 144 103 212 


解 计算 以 下 数据 : 


15 15 15 
> zu=3626, © za 一 44428， 2 ,zizza 一 11419181， 
=] i=] i=] 


15 15 IS 
> x4=1067614, > ' z)=139063428, > ,zuy 一 647107， 
i=1 i=] i=] 


15 


15 15 
> y:=2259, > y=394107, > ,zay 一 7096619， 
i=] 


t=1 i=] 


Li = 12739. 255 ¿,,= 498241. 5, I, = 45296. 86, 
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/一 45296. 86, /一 6735. 43， /一 27050. 83. 
KAA 
b, =0. 496, b=0. 0092, a=3. 453, 
所 以 ,y 对 zyzs 的 经 验 回 归 方 程 为 
y=3. 453 十 0. 496x, +0. 0092x,. 
y: 的 回归 值 如 表 9. 65 所 示 ,于 是 算得 
Q= > (2 一 56.884， S? 一 4.74， 
=p 
所 以 ,ce 的 无 偏 估计 值 为 5 一 4.74. 
表 9. 65 
y: 162 120 223 131 67 169 81 192 
y, |161.90 122.67 224.43 131.24 67.70 169.69 79.73 189.67 


y; 116 59 252 232 144 103 212 


y: [119.83 53.29 253.72 228.69 144.98 100.53 210. 938 


例 17 一 种 合金 在 某 种 添加 剂 的 不 同 浓度 z 之 下 ,各 做 三 次 
试验 ,得 强度 y( 单 位 :MPa) 数 据 如 表 9. 66 所 示 . 以 模型 y=a 十 biz 
+h’ +e, e~ NOSMAR, HP abb 均 与 xz 无关, 求 
回归 方程 y==a 十 b1zx 十 62x7. 

表 9. 66 


28. 7 27. 8 29. 7 32. 3 32. 8 


R “= <x,t,= r RREA 
y=a +t biti t bt;. 
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1 10 100 27. 067 
1 15 225 29. 567 a 
X= 1 20 400|, Y=|31.167|, B=|b,|, 
1] 25 625 31. 167 b, 
1 30 900 31 
15 300 6750 450. 9 
X'X= 300 6750 165000 |, XIY 一 | 9155 |, 
6750 165000 4263750 207990 
1555312500 — 165375000 3937500 
XX= 4 = — 165375000 18393750 一 450000 |, 
3937500 — 450000 112500 
其 中 A 二 295312000. 
a 19.0336 
故 B= |b |=(X'X) !X'Y= | 1.0086 
b, — 0. 0204 
所 以 ,y 的 经 验 回 归 方 程 为 


y= 二 19. 0336 十 1. 0086z—0. 0204zx7. 
例 18 养 猪 场 为 了 估算 猪 的 毛重 (单位 :kg)y 与 其 身长 ( 单 
位 :cm)zi\ 肚 围 (单位 ;cm)zz 的 关系 ,测量 了 14 头 猪 ,所 得 数据 如 
R 9. 67 所 示 . 经 验 表明 ,y 与 zi, z; 存在 线性 相依 关系 , 试 求 经 验 
回归 方程 . 
表 9. 67 


zi | 41 45 51 52 59 62 69 72 78 80 90 92 98 103 
zz: | 49 58 62 71 62 74 71 74 79 84 85 94 91 95 


y |28 39 41 44 43 50 51 57 63 66 70 76 80 84 


解 ” 设 线性 回归 方程 为 y=a Horri T b;x;. 计算 数据 得 


] 14 _ ] 14 
tı = 7g 2 zu=?0. 86, cv 93, 
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14 


y=; 2 yi=56. 57, 


¿= 1 


14 
l = >= [| > zu) 一 5248. 05, 
=] 


14 
ln = Si- > ,zz =2549. 93, 
i=] 


i=l 


l4 l4 l4 
ha=la= D ruzu i 之 zu | Ds =3495. 44, 
l4 14 14 
h= D ayi igl 22] | 之 Jo 一 4400. 30， 
14 14 14 
= D zayi; Za ( 2. = 3036. 72, 


bi = (lola — lielo) / Cll — l) =0. 52, 
ba= (loli lalio) / Qul, — l) =0. 48, 
a=y— bzı— bz: =— 16. 24, 

所 以 ,y 对 zzs 的 线性 回归 方程 为 


y 一 一 16. 24 十 0. 52z1 十 0. 48x2. 
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